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Монография посвящена теории и расчетам неустановив-
шихся потоков в открытых руслах (движение волны паводка,
волновые режимы, вызываемые суточным регулированием на
ГЭС и т. д.). Рассматривается связь гидравлических уравне-
ний неустановившегося движения с уравнениями гидродина-
мики, исследуется устойчивость установившегося потока и
самопроизвольное возникновение бегущих волн (быстротоки,

‚ горные стремнины) при отсутствии и наличии аэрации. Для
анализа различных случаев неустановившегося движения в
речных руслах и гидротехнических сооружениях последова-

тельно используются прямые методы математической физики,
‘ позволяющие сводить машинные расчеты к использованию не-
‘скольких стандартных программ (решение алгебраических
уравнений, вычисление определенных интегралов и Т. п.),
имеющихся для ЦВМ всех марок. Рассматривается также за-
дача о графике нагрузки, допустимом с точки зрения огра-
ничений режима уровней в нижнем бьефе, и задача об опре-
делении характеристик русла по наблюдениям над неустано-
вивщимся движением.

Книга рассчитана на гидрологов, гидротехников, гидро-
энергетиков и на исследователей в области гидравлики и рус-
ловых процессов.
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ПРЕДИСЛОВИЕ

Основное содержание теории. неустановив нихся открытых
ПОтоКОВ В ИХ гидравлическои идеализации заключается в сле-

дующем:
1) выводе гидравлических уравнений неустановившихся.

потоков, их связи с уравнениями гидродинамики; _ -

2) устоичивости установившегося течения — выяснении
условий, при которых происходит нарушёние устойчивости и

‚ самопроизвольное возникновение бегущих вОЛН (переход по-
тока в «сверхбурное» состояние) '

3) решении уравнений неустановившегося движения . д.ля
различных краевых и начальных условий:

а) случаи, разрешимые в квадратурах, . ‚
6) численное интегрирование с помощью различного рода

разностных схем,

'‘в) решения прямыми методами математической физики
(Ритц, Галеркин и т. д.); . '

г) решения на основании тех или иных идеализаций, не
вытекающих непосредственно из уравнений движения (так
называемые инженерные решения); :

4) различных обратных задачах гидравлики неустановив-
шихся потоков, в частности определений характеристик реч-
ного русла по:наблюдениям над неустановившимся движе—
нием. `

‚ Основная доля огромной мировои литературы по неуста-
новившимся Ппотокам посвящена задачам За, 36, Зг. Что
касается задач 1, 2, Зв и 4, то несмотря на то, что их теоре-
тическое и практическое значение отнюдь не меньше, чем за- _
дач За, 36, Зг, они изучены значительно слабее. Это обстоя-
тельство было подчеркнуто автором в генеральном докладе
на` Х1 кон;рессе Международной ассоциации гидравличёских
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исследований, которыи проходил в Ленинграде в сентябре
1965 г. и был специально посвящен неустановившимся пото-
кам. Именно отмеченное обстоятельство и интерес, проявлен-
ный к задачам 1, 2, Зв, 4 участниками столь представитель-
ного форума, побудили автора написать данную монографию.

Глава [ посвящена выводу уравнений гидравлики неуста-
новившихся потоков из уравнений гидродинамики. Повыше- .
ние уровня строгости и уточнение, достигаемые при этом спо--

собе вывода, имеют значение в первую очередь для надежного
обоснования критериев устойчивости установившегося тече-
ния. Потеря этой устойчивости возможна в горных стремни-
нах и на быстротоках, где поток часто бывает аэрирован.
В связи с этим в главе 1 рассматриваются также уравнения
гидродинамики двухфазного (аэрированного) потока и дается
переход к уравнениям аэрированного потока в гидравлической

идеализации. Такой переход требует информации о процессе
засасывания воздуха потоком и о многих других деталях дви-

`жения, которые сейчас еще совершенно не изучены. Поэтому
приходится принимать дополнительные гипотезы, из-за Кото-
рых соответствующие уравнения становятся менее достовер-
ными, чем в случае неаэрированного потока. Но тем не менее
поскольку эти гипотезы (они четко оговорены в тексте моно-
графии) достаточно правдоподобны, то получаемые с их по- .
мощью решения дают, по-видимому, удовлетворительное
приближение к действительности Значение этих гипотез
также и в том, что они обнаруживают те пробелы, за-

‚ полнить которые должна гидродинамическая теория движе-

ния смесей.
Глава П посвящена математической теории устойчивости

установившегося течения по отношению к малым возмуще-

ниям, целиком основывающейся на уравнениях главы [. За-
дача здесь состойт в том, чтобы выяснить условия, при которых

° волна, возникшая в потоке в результате малого возмущения,
будет нарастать при своем движении по руслу и условия, при
которых такого нарастания не будет. Эта задача отличается.
от обычных для гидродинамики задач устойчивости, в Кото-
рых требуется выяснить условия, при которых отклонение. от
установившегося течения в данной точке потока, вызванное
малым возмущением, будет затухать с течением времени (так
ставится, например, вопрос о потере устойчивости ламинар-
ного течения и переходе его в турбулентное). Здесь следует
заметить, что затухание малых (теоретически. бесконечно ма-

° лых) волн при их движении по руслу есть только необходи-
мое, но, вообще ‘говоря, недостаточное условие затухания волн
конечной амплитуды, иначе говоря, из неустойчивости потока
«в малом» вытекает его неустойчивоеть «в большом», но Ииз
устойчивости «в малом» устойчивость «в большом», вообще

4°



говоря, не вытекает. Исследование устоичивости «в большом»
любой нелинейной системы сопряжено с серьезными трудно-
стями. Эти трудности усугубляются тем, что в данном случае
задача выражается дифференциальными уравнениями в част-
ных производных. Автору неизвестно ни одной попытки реше-
ния задачи об устойчивости потока «в болыном». Но вместе
с тем автору неизвестно и ни одного факта, который свиде-
тельствовал бы о том, что критерий устойчивости потока
«в малом» недостаточен для решения задач, возникающих в
гидрологической и инженерной практике.

В главе 1 рассматривается решение задач неустановив-
шегося движения с краевыми и начальными условиями или с
краевыми условиями и условиями периодичности прямыми

методами математической физики (называемыми также про-
сто прямыми методами или вариационными мётодами). Необ-
ходимо заметить, что эти методы применимы не ко всем зада-

чам неустановившегося движения. В частности, они не приме-
нимы (по крайней мере при нынешней их разработанности)
к исследованию прерывных волн. Но в большинстве задач не-
установившегося движения в речных руслах и в искусствен-
ных каналах они вполне могут конкурировать с разностными
схемами. . Их малая распространенность объясняется лишь
тем, что они разработаны хуже методов разностных схем не
только в аспекте их применения к данной задаче, но и в Чи-
сто математическом плане.

Наконец, в главе ГУ рассматриваются некоторые задачи,
в которых требуется по полной или частичной информации
о решениях уравнений неустановившегося движения (напри--.
мер, по ограничениям, которым удовлетворяют эти решения)
выяснить характеристики русла или краевые условия, Такие

‚задачи называются обратными. Они составляют категорию
наиболее трудных и наименее изученных задач неустановив-
шегося. движения. —

Задачи За, 36, Зг в данной монографии не затрагиваются.
Они продолжают усиленно разрабатываться, в особенности в
СССР, главным образом в Новосибирске (группа О. Ф. Ва-
сильева в Институте гидродинамики СО АН СССР — задачи
За, 36), Ленинграде (группа М. С. Грушевского в ГГИ и
группа Е. К. Трифонова во ВНИИГе — задача 36), Москве .
(группа Л. С. Кучмента и Н. С. Нечаевой в Гидрометцентре
СССР — задача Зг) и Киеве (группа И. А: Железняка в
УкрНИГМИ — задача Зг). Авторы этих разработок, несом-
ненно, осветят в литературе избранные ими ‚направления зна-
чительно лучше ‘чеём это может сделать автор данной моно-
графии. `

Выход капитального обзора <<Механика в СССР за 50 лет»,
В котором дано описание развития теории неустановившихся
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открытых потоков и приведена подробная библиография, по:
зволил. не. включать в данную монографию обзорную и би-
блиографическую части. Поэтому сделаны ссылки только на:
работы, из которых автор непосредственно что-либо заимство-
вал, на работы, в которых ранее были получены результаты,
развитые и обобщенные в данной Монографии и на работы, в
которых излагается математическая сторона используемых: в

‘монографии методов. Ссылки на свои предыдущие работы по
неустановившимся потокам автор счёл излишними, ибо все
результаты этих работ, относящиеся к затрагиваемому здесь
кругу проблем включены в монографию.



ГЛАВА 1

УРАВНЕНИЯ НЕУСТАНОВИВШЕГОСЯ ПОТОКА.
В ГИДРАВЛИЧЕСКОЙ ИДЕАЛИЗАЦИИ

$ 1. Неаэрированный поток
‚Под открытыми потоками мы будем подразумевать не про-

‚ сто потоки со свободной поверхностью, а такие, у которых
‚ ширина свободной поверхности В есть неубывающая функция

‚глубины. Таким образом, неустановившиеся безнапорные те-
чения в тоннелях и трубах из рассмотрения исключаются.

‘ Гидравлические уравнения неустановившегося потока мо-
гут быть выведены различными способами. Наиболее строгим
является вывод этих уравнений из дифференциальных ‘урав:
нений гидродинамики. Такой путь, которому мы и будёем сле-_
довать, вместе с тем также наиболее естественен. и прост, ибб
он не требует введения обычных для гидравлики гипотеёз
вроде гипотезы гидростатического распределения давлений в

‘потоке и четко указывает на те предположения, которые дей-
ствительно принципиально неизбежны при' переходе к гидра-
влической идеализации.

‚ Для потока несжимаемой жидкости напишем гидродина-
мические уравнения Реинольдса

ди? даФ Т 1дг ,Ра ду + а =—Ё° +Х Н"" (1"1‘)
дой дов _° 1 9д:ж б б 6. %__Б_. РнУ — 12„‚ (1.9)
дч дит де? . `1 дрО оН —*ъ*{—дг“—’?г’ (1-3)

В которых Е : ` В
. 7 д —- / 7 - еА:К; = ор и + д_ ио + д2 ‘_‘_Ш "‘”72“’ „1(19

ку——:—д‘%;т›’_ш +д—‘2°’‹›’+ оч — ма, ^ (5)
в—р 9Е д0 оа— (1.6)

ЗДЕСЬ й, #, ш Ц 0’, ‘Ш-—ПРОЕКЦИИ На оСи Х, #, & СООТВЕТ-
С’ГВЁННО,ОЁСР;ЁДНЁ‘ННОИ.И ПУЛЬС_ЗЦИОННОИ СОСТ&ВЛЯЮЩИХ вектора
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скорости потока, Х, У, 7 — проекции вектора ускорения объем- .
ных сил, р — гидродинамическое давление, - р — плотность

жидкости, у — кинематический коэффициент вязкости, \? —
оператор Лапласа. (Черта сверху в этих уравнениях есть сим-
вол обычного для гидродинамики осреднения по времени.)

Расположение осей координат х, #, 2 в потоке изображено
на` фиг. 1. Тогда Х= 2 5па, У=0, 7 =— @ со5 о == — @», Где @—
ускорение силы тяжести, @ — угол наклона оси х к горизонту.

&

Фиг. 1. Расположение осей координат в потоке.

Интегрируя уравнение (1.3) по г, получим следующее ВЫ-
ражение для давления в потоке:

= ЛЕ наН— а+[дщ+] ь аь-
Н н ш ,

н д“”” -авнн [ 698 анн й й. (1.7)

©
°

2 #

Здесь индекс Н означает, что соответствующие перемен-
ные относятся к значению 2= Н т. ©. к свободной поверхно-
сти потока. В формуле (1.7) и всюду ниже предполагается,
что пересечение свободной поверхности потока с плоскостью
нормальной: к оси х есть горизонтальная прямая. Очевидно
что - .

— — ОН оН .
Фн== йнр ор (1.8)

где Первое слагаемое ОбУСЛОВЛЭНО НЗЦЗРЗЛЛ@ЛЬНОСТЬЮ сВО-
бодной поверхности оси Х, а второе — перемещением свобод-
НОЙ ПОВЁРХНОСТИ

Обратимся к формуле дифференцирования под знаком ин-
теграм |

в

[ э ТО ща›ь <г ] Ф( п) ак—
в @

- Ф( н -Ф( ) <3е (1.9)



Так как ЛН зависит от х и #, но не зависит от у, то инте-
гралы в (1.7) преобразуются по этой формуле так:

— дН4ь дг] @а- Фн
ди д [ —- = — дН— аіё=дд? } ои @% — ® уИ н -а Р

л ‚ д н |

@0 — —

ё 2

Теперь, учитывая формулу (1.8), приведем выражение
(1.7) к виду 2 |
— — : `н Н Н .

‚‚%=%+з*(нег›+!_кг а -нс; | ®-а [ юна
н

+ | @ав— щ (1.10)

В связи с имеющимся мнением о существовании влияния
сил поверхностного натяжения на устойчивость потока сле-
дует учесть эти силы. Тогда под Рн в формуле (1.10) следует
понимать разность между давлением под поверхностной мо-
лекчлярнои пленкой и атмосферным давлением, т. ©. величину

Рн=”'—6`/д

е=[1+(3)7: 38
‚ — радиус кривизны свободной поверхности потока, а с — ка-

пиллярная постоянная,

Подставим р из выражения (1.10) в (1.1) и осредним полу-
чающееся в результате этого уравнёние по площади сечения
потока Р. Ограничиваясь случаем русла, симметричного отно-
сительно плоскости х0г, когда все интегралы по Р, содержа-

‚ щие д/ду‚ заведомо равны нулю, будем иметь
` дН д1-!

{ — — —дх б х

[ар‹{ігхдгдх[кан дй+ +д;‘;"+
Р ‚

где

Н | _ *

+д‚„„! ао т_е›г?аа—д;“і}‚ ()
где 1—’[30с и с= с/р;;д



- Уравнение (1.11) нужно преобразовать так, чтобы опера-
ции дифференцирования вышли за знак интеграла по Р. Для
этого необходимо ‚вывести некоторые формулы, которые пона-
добятся не только здесь, но и в следующем параграфе. Эти
формулы также основываются на формуле диффеоенцирова-

` ния под знаком интеграла (1.9).
Очевидно,. что

‚ Вр
д. й |

-д?‹р(х‚ и, г, Эа [ йу ! —— ф(х, и, &, Ё)а2.
Р . - — В/2 ё

Напомним, что здесь го=20(х, у) есть уравнение смочен- -
ной поверхности русла, Н = Н (х, і) = В(х, Н). На основании

`формулы (1.9) будем иметь

ег | |_[ Эх ср(х‚ у, & )сіг__ [ ф(х, у, 2, Э) @2 —
г - г„

дго9Н
‚——СР(хэ й Н, Э-з РФ( И, ё ©)р °

Учитывая далее, что 20(х, В/2) = го(х, — В/2) = Н, напишем
на.основании той же. формулы (1.9)

ср(х‚ и, &, Ё) аіР_ [ср_(х‚ и, &, раЕ —

-н ВВ - В/2 ` д
2г— ] Ф(® #, Н, Оби-н [ Ф( в г, Эаа (1- 12)

— В/2 - В/2

Заменяя здесь дифференцирование по х дифференцирова-
нием по #, получим

у ›—д?_‘—‹р\(х.* , & _;‘)ДР__-—— у‹р х, 4, & Р а’Р—

о— [ Ф(х, у, г, Э4. (1.13)
` ‚ - В/2 ' .

‚Для случая, когда ф есть четная функция и, т. е. когда
— Ф(х, й, #, #) = ф(х, — #, #, ), можно получить также с помощью

несколько болёе кропотливых но очевидных выкладок; _

]\ дхгф(хт у› & `)[1Р——дх2 [Ф(.’С‚ Ц, & Ё)ЁР—-

н° *-—2——{ ох [ ф(х, #, В, і)сіу—-
* | ** .

ВЕ



‚ ——(р(х‚ %‚'Н‚ ь‘)(%%—]——&%%)}—

В/2 ' в —
д°Н дг—а ] 9(5 & Н, ау --2 [ ЕФ° # %о О2 а’у—і-

° — В/2 . — В/2 °

В/2 `

д°2го-- [ (Х, #, &› і)—? ау, (1.14)
-—В/2 ` н

` д?[ акаг ® 5 & & ОЧЕ —р [Ф Х, #› & гі)а'Р—
В/Э ` ‚| ‚ А д8 дН |— %‹[% ] Ф(х, 4, Н, !)а’у— Ё‹Р(х‚ Ё Н, ‘)д_"”дТ*

| -# Д
он о *— Эг \ Эх }‹р(х‚ у‚ Н, Эау — —

[ ‚ - В/2

—_—ср(х‚%‚ Н, :)(%Ё-+З—‚ЁЁ—Ё)}+
В/2

- В

Полагая, что на смоченной поверхности русла вектор ско- ›
рости равен нулю и используя формулы : (1 12)—(1 15), . при-
ведем уравнение (1.10) к виду — ”

; д171 дав—а —-;1+12+ {д—і ваЕ --
Е

Р ! 524р+_д?; !‚ "‚Р!Н @ЕЦР+ |
| и

+Т)Ё% Р] аР} ® а—р ! аР аР--|

в - |дН — дН ‚ -д |- дх — .[ (›иН_Ё\с_:_і—%{г_)г ‹іу.]›‘п—гд. (1.16)- В/2 $

:

+ [ д‚‹р(х‚ й› ё› і) сіу (1 15)'



В н . Вр

`р= '11„‹[ оо ау -, [ @ае-нз | ах
& _р / _ |

Г 'В/2 ‚ н _ ]

Х ох [ @и а2 -- [ %і;’а!у! @*и @2 ,
‚ ёо — В/2 ё ] :

‚ 1 [ д —- д ы д 7 ]л— ТЕ ! аг‹[Ё ипа’ — УУ%и —- од | ад и — УУ?) й ]
ё .

причем / — диссипативный член, а /› — член, учитывающий
количество. движения связанное с пульсациями скоростей в
потоке.

Осреднение по Р уравнения неразрывности
да до , дт

ох оу вЕ —0
`с учетом формулы (1.83) дает

| —н -г ==0, — (1.'17)

где []=71*" _{ и @Е — средняя скорость потока,
Чтобы перейти к гидравлической идеализации, нужно при-

‚нять некоторые предположения, позволяющие выразить все
члены уравнения (1.16) через переменные, характеризующие
поток как целое.

Имея 15 = 1 -- @», где слагаемое @1 обусловлено непарал-
лельностью траекторий вектора скорости, а » — перемеще-
нием этих траекторий в пространстве, и учитывая формулу —
(1.8), можно написать |

| _„ дН
э — Птор › -

где ё, е, 1| — некоторые функции координат х, у ‚2 и времени г.
Тогда

и == 6/, гш!=ейн%і (1.18)

] паЁ = о Р(/?,
‚_

‚{—1_ в :

! ае | 'се)сіё‚=%—([3{0 ЗЯ НВ Ёд’%)
2

[ «Е | й@-; () Зо ы х .).
Е ё ‚
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где .
: н

В _ —

й = рт [ 65 д Н, аЕ || е( , & да
‚ Е 2

н .

в= -вг [ @Р [ п( #, & да
Е г

оя

Вз=?82— | 6( #, Н, даЕ ] е(х, #, & Эб( и & Ра
` Е & : _

. Н .

в=-ет [ 4Е [ о( , & Эп( в Ъ да
Ё & '

‚ 1 ‘а@' == — 162(2‹:‚ и, &, ЭаЕ
Е

суть функции х и Ё.
Диссипативный член в гидравлике принимается. в виде

, = О*/К®, где © = ИЕ — расход потока, `К — пропускная спо-
собность русла. Что касается члена /», то естественно посту-
лировать, что он может быть представлен в виде |;=

= РОр ©7ЕО?), гдео/” = о” (х, ) — коэффициент количества

движения пульсаций. Следует, однако, учитывать разницу ме-_
жду этим выражением для ], и аналогичными выражениями
`(1.18): последние вполне точны до тех пор, пока не делается
каких-либо предположений о функциях 6, е, 1 или с”, В], В,
Ва В, тогда как выражение для /› есть гипотеза независимо

от того, какие предположения делаются о коэффициенте а”.
Примем теперь, как обычно для гидравлики что полный коэф-
фициент количества движения а =0/-++а” постоянен. Тогда,
используя уравнение неразрывности (1.17), нетрудно полу-
чить : '

° 1 д —- д —2 _:___1г+э<а‘[““р+$}“”)*
. Е ЕЁ

| 1 дИ — в—1 0О оР-а оО
Наконец‚ в качестве последнего предположения отбросим

‚ два члена, предшествующих О в правой части уравнения
(1.16). Заметим, что в задаче об устойчивости равномерного
установившегося потока по отвошению к малым возмущениям

это последнее предположение не вносит никакой погрешности,
так как в указанной задаче отбрасываемые члены оказы-
ваются бесконечно малыми высших порядков и на решение

`не влияют.
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Теперь уравнение (1.16) может быть записано в оконча-_
тельном виде

‚9Н д1т1 @% о1 од
‘тгох бр Ока ог К

О( д а—1 0 оР

е@ РР
! д? Е® (о,‚‚, ОН ‚ дН+аг аот ов (НО На
_|_%‚.’_Ё.( (/2 98 дН НВ д!і)}+0 (1.19)

Для вывода этого уравнения не потребовалось каких-либо
предположений о коэффициентах В{, В, В» В, Но для его ре-
шения кое-какие допущения, разумеется, все же придется

сделать.

Уравнение (1.19) получено при ограничении, что поток
имеет вертикальную плоскость симметрии. Это ограничение
не существенно — уравнение. (1.19) справедливо и для ПоТо-
ков, не-имеющих плоскости симметрии. Однако вывод его в .
этом общем случае требует очень кропотливых. рассуждений
и-Выкладок в связи с тёем, что здесь -в. противоположность

симметричному случаю нельзя утверждать, что интегралы
по Ё, содержащие д/ду, заведомо равны нулю. Мы сочли воз-
можным не приводить эти выкладки, так как они, сильно

° усложняя все построение, не дают вместе с тём .чего-либо но-
вого для: характеристики физической стороны одномернои
идеализации течения.

Уравнение (1.19) используется только для анализа устой-
чивости установившегося течения. При анализе волновых дви-
жений в этом уравнении заведомо можно пренебречь членом
од1Г-Чах, учитывающим поверхностное натяжение. Но и после
этого использовать уравнение (1.19) имеет смысл только при
исследовании ондуляций, т. е. колебаний свободной поверх-
ности вблизи фронта прерывной волны и’при исследовании
разрушения волны. В остальных задачах, с которыми до на-

‚› стоящего времени сталкивалась практика, член, стоящий в
фигурных скобках в уравнении (1.19), учитывающий влияние
кривизны струй и вертикальных составляющих ускорения, так

же, как и член , не играет существенной роли и может быть
отброшен Кроме того, из-за малости множителя а—-1 можно
ие учитывать также член, предшествующий члену в фигурных|
скобках и тогда уравнение (1. 19) приобретет ВИД

дН 1 ` д(/ ‚ ;

Оно называется уравнением Сен Венана
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Учитывая, что

ди_і(_@_) 1 09 @© оР
в О дЕ\ Е

оЕ _ 0Р дН _ р дН.
оРОН ОССдЕ СО О

оЕ —0 0 (&) =в ®И - (%)
дх _ дН ° дх дх ), — дх дх )»

где (д?/дх)ч—изменение площади сечения по длине потока,
связанное с непризматичностью русла, можно записать урав-
‘нение (1.20) так (для просто- |
ты считаем а =1): :

‚ Во? —(—(1 -яа —
1 1= к—а (55)|9°Н

20 д 1 д0
-

1

д„Р® дх о д„Р О оЕ ° х

Рассматривая потоки не- Фиг. 2. К выбору системы
болыного уклона, направим. ‚ Отсчета уровней,
теперь ось х горизонтально и

примем @ = @. Пусть АВ на фиг. 2 есть свободная поверх-
ность потока при УСТ&НОВИВШЕМСЯ режиме с некоторым про-

извольным расходом @о который в дальнейшем можно будет
выбрать сообразуясь с удобством выкладок. Тогда (в обозна-
чениях фиг. 2) имеем

дН

где / — уклон линии АВ. Величина ВО?/е!РЗ, как известно, пре-
небрежимо мала по сравнению с единицей как в естествен-
ных, так и в искусственных руслах, исключая только горные
стремнины и быстротоки. Пренебрегая ею, обозначая

1 1 / дЕ 1 еае (35), е 122
используя соотношение (1.21) и учитывая, что 7=0, когда
ось х горизонтальна, приведем уравнение (1.19) к вид\

` д7— д8 _ @° | 1 д0 , 20 09 — '! дх Кі+31’ дг+3Р2 дх _ (123)
15

дгН д2 д7 . '
ох “ ох Кя П) (121)



В очень многих случаях, в особевности при расчете дви-
жения паводков по речным руслам, оказывается возможным _.
пренебречь силами инерции, и тогда уравнение (1.19) приво-
дится к еще более простому виду '

= . ` (1.24)

Уравнение же неразрывности (1.17) во всех случаях мож-
`Но записать так:

в д2 ‚ д0. _ -° .В Р--55 =0. (1.25)

Все задачи, рассматриваемые в данной книге, кроме за-
дач устойчивости, таковы, что в них можно пользоваться ли-
бо гиперболической системой (1.23) и (1.25), либо параболи-
ческой (1.24) и (1.25). Обе эти системы нелинейны, что и

‚ порождает главные трудности исследования неустановившихся
ПОТОКОВ. . '

Чтобы избежать этих трудностей, многие авторы линеарй-
зуют уравнения неустановившегося движения (сущность лине-
аризации подробно излагается в следующей главе). При этом
линеаризация не приводит к недопустимым „погрешностям,

если исследуемое неустановившееся движение мало откло-
няется от некоторого установившегося, т. ©. тогда, когда оно

слабо выражено. Но вместе с тем в литературе описаны слу-
чаи, когда линеаризация давала хорошие результаты и тогда,
когда отклонения от установившегося движения заведомо °
нельзя считать малыми, например в некоторых расчетах па-

водковых волн [1]. Эти случаи никто не пытался объяснить.
Самое простое предположение, которое можно высказать на
этот счет, состоит в том, что утверждения авторов соответ-
ствующих работ ошибочны. Но совершенно не исключено, что
дело здесь гораздо глубже. Вполне можно допустить, что в
речных руслах большого протяжения и неправильной формы
действия локальных нелинейностей направлены в противо-
положные стороны, в результате чего эффекты различных не-
линейностей взаимно компенсируются и интегрально явление
протекает так, как оно протекало бы в линейной модели. Ра-.
зумеется, доказательство справедливости или, наоборот, опро-
вержение этой гипотезы требуют серьезного специального
исследования. Но затрата труда на такое исследование без-

‚`условно немедленно окупится, так как его результатом будет.
либо создание новой, более обоснованной идеализации неуста-
‘новившегося движения в речном русле (в случае подтвержде-

‚ния гипотезы), либо существенное совершенствование суще-
ствующей идеализации (если гипотеза будет опровергнута).
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$ 2. Гидродинамические уравнения: аарироваНного потока

В руслах: большого уклона как естественных (горные
стремнины), так и искусственных (быстротоки) поток может
быть аэрированным, и тогда уравнения Рейнольдса, из кото-
рых мы исходили в $ 1, к нему уже неприменимы. В главе 1
нами будет рассмотрена устойчивость установившегося аэри-
рованного течения, а поэтому следует вывести уравнения воз-

мущенного. (т. е. неустановившегося) движения аэрирован-
ного потока. Для этого нужно исходить из уравнений гидро-
динамики водовоздушной (т. е. двухфазной) смеси. Мы
дадим вывод этих уравнений по Ф. И. Франклю [2], работа
которого в рамках принятых им ограничений есть наиболее

‚полная и строгая по этому вопросу.
Ф. И. Франкль рассматривает смесь, состоящую из жидкой

(вода) и твердой (частицы наносов) фаз. Но это отличие от
нашего случая водовоздушной смеси не принципиально до
тех пор, пока речь идет только об использовании основных
законов механики, а не каких-либо иных физических зависи-
мостей. Поэтому общие концепции Франкля полностью прием-

‚ лемы и в данном случае. Если к`тому же пренебречь взаимо-

247
678

действием фаз (т. е. растворением воздуха в воде или выде-
лением из воды растворенного в ней воздуха) и сжимаемостью
воздушных пузырьков, что вполне допустимо при тех, сравни-
тельно очень низких градиентах давлений и скоростей, кото-
рые характерны для рассматриваемых здесь потоков, то сле-
дует говорить не только о приемлемости концепций Франкля,
но и о полной тождественностй уравнений двухфазной смеси
в тех случаях, когда вторая фаза есть твердые частицы и
когда она есть пузырьки газа.

В основе вывода уравнений Франкля лежит простран-
ственно-временная операция осреднения, являющаяся 0обоб-
щением той временнс’›й операции осреднения, в результате
которой из уравнений. Навье—Стокса получаются уравнения
Рейнольдса. Пусть {=/(х, у, г, ) есть какая-либо гидродина-
мическая величина (скорость, давление и т. п.) в точке по-
тока с координатами х, , 2г в момент { Эта точка может на-
ходиться. как внутри жидкой фазы, так и внутри газового
пузырька. Пусть далее © есть область в четырехмерном про-
странстве х., /1, 21, Н, определяемая неравенствами

(, — х --(и, — #) -- @;— 2 < ), 14 — 6<
где г и А7 — некоторые данные малые величины. Осредненное
значение { определяется так:

_ [ [ [ ] тёх аи ‹іг; @,
]° ‘[у ‘[ _[ ах, ау г, @#,

9 Зак. 946° Г БИБ ` ИОТЕНА‘_ и
Д «н г о-пслого

г оГидромб‘:гт«-— р‹_м с ческого _

= [(х, у #, ), (@.1)

-— *



где. интегралы в числителе и знаменателе берутся по обла-
сти ©. Введем ‘разрывную функцию $, равную единице внутри
газовых пузырьков и нулю.внутри жидкости. Очевидно, что
осредненное значение 5, т. е. функция $5 (х, у, г, ), есть непре-
рывная функция координат, которую можно назвать воздухо-
содержанием потока. Наряду с общим осреднением (2.1) не-
обходимо ввести ещё осреднения по объемам, занятым жидко-
стью и пузырьками газа, о _

р= ®) р ° (2.9)
о1 —& $ `

‚ Установим уравнения неразрывности Пусть Е (ха, ун, 21) =0
есть ` уравнение некоторой произвольной, но фиксированной
Замкнутой поверхности $ внутри потока смеси. Если газовые.
пузырьки считаются несжимаемыми, то можно написать

ді: ‘[ ]‘ 1›8(';‹’.1’ Ур 21’ 1)(1)51 а'_]1 (‚і21
.___—1’ [3(151› У, 231‚ 1) Удд (х1‚ И)› 21‚ 1) дз (2 З)

Здесь \У — объем, ограниченный ПОверхностью Е=0, а
Узп — проекция вектора скорости газовых пузырьков И, на
внешнюю нормаль к поверхности 5. Уравнение (2.3) выра-
жает то обстоятельство, что увеличение объема газа внутри
поверхности $ в единицу времени (левая часть уравнения)
равно притоку газа внутрь сквозь эту поверхность за ту же

единицу времени (правая часть уравнения), Положив

лкЫ и гу=ен®, 6н бнт (2.4)
будем ‘рассматривать , 1), , т как постоянные, а Х, й, & # —
как переменные. Уравнение (2.3) приобретет Вид ›

оЕ ! ! !3<х+ё у+п‚г+т‘.’г :‚‘+т)а‚'ха!уа2_
=.—Пз(х+‹ё‚ иннъ аннФ енох

О хУзе-НЬ аН 2н8 еп)а$.
Осредним это уравнение в смысле операции (2 ), т. е. про-

интегрируем по четырехмерной области

@--т?--02 < 7, |т| <А, ‚ (2.5)
а затем разделим на объем этой области, т. е. на із“_ з,. 2А;‚‘
Учитывая, что веледствие постоянства области $ и области
интегрирования (2.5), можно менять местами интегрирование
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‚ Эи Дифференцирование по 2 а также интегрирование
‚ 2 И 5, ', ®, ‚получим

[ х‚ и, &, Э) ах йу @2 ==

по С,
по Х

# |`О#

’

'
я
Г

!
\/

=— ] ] 505 в г, ЭУ( у г, а5. (2.6)
$ .. .

‚ По теореме Остроградского, поток вектора, $5„ через
замкнутую поверхность $, стоящий в правой части уравнения,
равен интегралу от дивергенции этого вектора по объему
(если внутри объема отсутствуют источники и стоки, как в
нашем случае). Учитывая, кроме того, что дифференцирова-

-ние по # можно внести под знак интеграла, получим

[ ] [{ Г +с11\/($\/ )}сіха‚’уа'г—о (2.%)
В силу произвольности области интегрирования это озна-

чает, что подынтегральное выражение равно нулю. В развер-
нутом виде это. записывается так:

«нод 436 + обдна — вв
где @, 0%, @' — компоненты вектора У Уравнение нераз- .
рывности для жидкой фазы получается аналогичЧно

га-5) , о1 —5) к) { д1 -5 0' , д115 @') —0 (99э ох + д9 -- Э: ==0. (2.9)

Перейдем к выводу динамических уравнений. Проекция на
ось х количества движения газовых пузырьков, заключенных

в объеме \, равна

_[‘ ‘[ ].Рз х1› ур ® ё) и„ () !/1› гр 6) @Х, ду, @2,.
Здесь рз—плотность воздуха.. Изменение этой проекции за

время й —й ‘составляет

і / _Грзз (* уг ® іі)”р(’% Ур ̀ ®р !1‚)‘1-"1‘1_!!1‘1_21‚_‚ В

— ‹]’ _[_[ 958 (х1’ ур 315_ Ё;) и_; (хр ут‚:г]_›‘ [;) а'хдау‘_а'г/д. (2.10)

Через поверхность $, ограничивающую объем \, в единицу
времени проходит наружу объема масса газа

‘[ _[ 055 (р #р 2р )М а(Хр йр р ’51)7‘1319
Й 3
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/' -

которая уносит с собой определенное количество движения.
За время д — й проекция этого количества движения на

° оСЬ х составляет

#

-°

Г а1, _‚ _[ 0,$ (Хр Ир ёр #) и,(Хо ур 2 6) У „(Хр Ир 2р 6)а5.
/ $ ‚
‘

(2.11)

На пузырьки газа действуют объемные силы и силы гидро-
динамического давления. Проекции объемных сил на оси Х,
у, & обозначим через Х, У, 7. Проекция на ось х импульса,
объемных сил, деиствующих на пузырьки воздуха в объеме //
за время 11 — й, равна

‘1

[ вг ‚( .[ .[958(% У> 21’ 1)Х(х1‚ Ур # 1)‘13‹71‘1‘:/16121— (2.12)
4

Обозначим через рхф проекцию на ось х сил гидродинами-
ческого давления, действующих на единицу поверхности пло-
щадки, нормальной к оси &. Тогда проекция на ось х импульса
гидродинамического давления на пузырьки газа за время

131 ——ік составит

1

— _[ 6”1‘[ _““р‚гп аФ,
/ Ф .

где ® — общая поверхность пузырьков воздуха в объеме \.
На основании теоремы количества движения можно напи-

° сать

.[. .[{ РЗЗ (х„ #)› 21; г;‚) й, ()С1, Ир ®) Ё‚1/)62")‹:1 ауі 421__-
— | [ [ о$ (%» й» гр () , (хо Ир гр )х д ае —

\ ' 2 | ‚ ‚

‘1

—+ _[а'і 1'_[958()61‚%‚21› )и (х17у1’21’ )Узп(хру]’г]’ 1)[28—
4
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!‘
: .

— .’А вё, ! .[ _[958()619 Ур @1› 1)Х(х1° У, 21’ 1)(1.3‹?1 а, а’21 —
’1

!1 ‚

— | 44 | ] рх, @Ф.2

7 /

Переходя здесь к пределу при & —> й, получим

д 
›

ЭЁ[ [ ]-Р_‹з (Хр йр ёр ()& (Хр Ир 2р 6) @Х, б @2 —-
\ 

‘

+ .[ ‘[ 958(Х11 Ир #)› [1) из(хі’ Чр ®)› ?‚(1) Узп(хр Ир &)› Ё1)а$=
$ ` 

` | ‚

— .[ .[. _[938(1‹31› ур гр 4) Х (Хр Ир & 2‘1)6”:1(1%‘121;_.[ Д[рх”аф'й 
Ф

: 
(2.13)

› По теореме тёории поля об интегральном преобразовании
тензоров, аналогичной теореме Остроградского‚ имеем

.[ [рх” аФ == ‘['іі(д;;х ‹;Ё] + д‚;‹хг)ада‚% аг (2.14)
где И, — часть объема \/, занятого воздушными пузырьками
Выражение (2.14) иначе записывается так:

]. _[Рхп @©® == _Г _[ Гз(хр У› 21› &) х

др,х рхг><(д.›с р„ + )сіх1сіу1 аг,. (2.15)
‚Делая теперь замену переменных (2.4), ‹испо.'льзуя' выра-

жение (2.15) и интегрируя по области (2.5), из формулы
(2.13) получим :

2г | ] ] 5 ах ауае + [ [ за„а5 =
й |

——_[ ]. `[.5›'.><'а';‹:с›!уа‚'г——

_[‘[_[ (др“ Ё;у + - р“)ахсіуа'г (2.16)
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П‹ кольку в рассматриваемом случае явление протекает в
поле силы тяжести, Х=соп$! и $Х =5Х. Далее, в силу (2.2)

ви,=биз*. Обращаясь к остальным членам выражения (2.16),.
поЛоЖИМ .

и (х -5 и-- л, @ - @, 6--т) ==

оо= (, г, Энц (х, й, 2 & & п ®, ) (2.17)

оЙ представим аналогичными выражениями компоненты о, И
{0.. Далее напишем

(Х+С›у+п‚г+ @, і+т)_
— = 5(5 уу г, Эн & ( #, 2 & 5 * @ т (2.18)

щжж+&у+тг+@#+о—- |

—- = р„ ( у‚ г, Э-- р (^ ф 2 6 & п ®, 1:) (2.19)

Аналогичные выражения будем иметь -ДлЯ Дхх И Дхг. При.
интегрировании по области (2 5) величины, зависящие только
от х, у, &, Ё, как например из(х, у, ё, ), следует рассматривать
как постоянные. Исходя из этого т :

вИ „а == 5(0 Е ) (И - 7 )=

= 5в \/* 5Иа - ви И
$П $

=зиз\/* -за 5Иа - а’ У’ ==
5л о&

| —И ЗЕИа Н 5(а) (220)

‚ ибо очевидно, -что 8и'-—'—$\/’ == 0. Используя выражения
(2.17) — (2.20); применяя ко второму члену правой части (2.16)
теорему Остроградского и действуя в остальном так же, как
и при выводе уравнения неразрывности получим:

ла; об ) обия) оыы Т он ‚О дх ду ' _дг + дх ду
д5 (и ® ) — 3 дрхх л дрху д‘-’;;) ‘т дг ЗХ -б ( —'_ ду + дг — ›

`д.р

). @21— _'_1_(3‚‚ др +$‚ др | Н
Р дх ду —
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СОВЭРШ@ННО аналогично НЭПИШЭМ уравнения ДИНЗМИКИ га-
зовых пузырьков для осей ИИ 2: —

— д50 дзи и ‚ двоч0, | д500
дЁ дх . ду дг 7 _

— 7 * — * — ‘ *+ д5 (о;и,) +"д$ (о; 0 - д$ (о,®;) —
- ° дх ду — ‚ дг —

< $ ( дРух ‚ дРиу друг) |` =$у—р_8( дх - ду т дг , |
1 др др', др” )

е ЗРих ‚ УРуу ‚ УБугРз( Эх Г у -$ —2—), (2.22)
_дзш’; дзш:иЁ дзшЁиЁ д5 а@,

дЁ дх — ду дг
д5 (ши), ч д5 ( о5) - д5 (эоо,)° —

дх : ду - дг —

<„ _ 5 ( дР‚к | дРыу | дРоя )=82__р:( дх т ду НН д2 ) —
б& дх ду дг /' ( )

а также уравнения динамики жидкой фазы:

д(1—ё3и*+д(1_—з")и*и*+д(1——5')и*и*+д;1——()';*)и*ш*+
д дх 55

+ дО—-;іс(ии)* +-д(1—?у(и’о’)* ч д(1—-_3)г(и ®')* —

=а-рх —( н йа)
| +_;_(—Р_„ + дрху+$—т‹2)_ 2.24)

д(1—д—із_)и*+д(1-—_‹-3„*„*`_;_д(1._д;)оо‹-_‘_д(1_д?„*ш + .

В д(1;_Ё;(д.‚„‚)* й д(1_‹8;)у(‚„‚„‚)* ч д(1_Ё;(0 е’) _

._+-`і(з/_‘?5;х+ ' дЁі” +5 9Ё). 25Р
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д(1—5$) @* ‚ д(1—5) @* ‚ д(1—5) о** д (1 — 5) ш**
ОЁ° — дх — ди Т дг

д (1—5) (@’и’)" д (1 — 5) (@’о”)* д(1 — $) (@’о”) _
+ ° дх — о ду т ‚ дг

| — . 1‘_; д;гх дрг др_;і '=1-рл- т (енн н )
1 / др;х / др , ргг .

Система уравнений (2.8), (2.9), (2.21)_(2.26) не замкну-
та по тем же причинам, что и система уравнений Рейнольдса
для однофазной жидкости; получить из общих законов меха-
ники какие-либо: дополнительные уравнения, содержащие
только те неизвестные, какие входят в эту систему, невоз-
можЖно.

Умножая уравнения (2.21)— (2.23) на р., а уравнения
(2.24—2.26) на р и суммируя затем уравнения для газа и
жидкости, относящиеся к одинаковым осям, получим аналог

уравнений (1.1)— (1.3) для двухфазной смеси:

эг 5) 4е( —)а тр [р -в( — 5)а + |
—:Ъ- д [рзи5®3+о(1—з)и ]—{———— [0.5/;, +р(1——$_)'* @* =

= — Р -і—[РдЗ—!—р 1— 5) Х — К, (2.27)
%‹[Ё'и*—{—рП—Ё)Ф] ——-[рзт)зиз—{—р@—з)ти"]—]—

— +р 59 +р‹1_з)ъ*ъ*] 95 [0.50; + 9(1 — 8) о] —
- ==— Р, [Р5-Но(! — 5) У — В, (2.98)
@о -0 (1—5) о) -- [р -- 9(1 — 5) оа -
+Т3дб [рЗЁш:тЁ --о(1 ——Ё) т’е›*ъ*] +а _ — [р 50 0 +р(1—.Ё)ш*&ш*]=

=— 2+[рзз+р‹1пз12 & (2.29)
Здесь

- др, др, др
в—а банМа @)

друк ‚ дРуу ‚ дРу —
Ру— у _|_ д;/у —{— дгуг ‚ . . (2.3])

дрг рг дргг ` | ‘Р, == - + дуу —- дг ’ ` (_2.32)
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В, = в оак нр( — 5)(а -
+ 95(49 ер( — 5) () -

т [0,5 ()? - р(1 — 5) (#9’)"], — (2.33)

К, = —дё; 6; (9;и)* 0(1 — $) (о’а')"] —-

+ 05(2е Но( — 5(2 --
+ [р (0 -0 (1 — 5) (о'а)], (2.34) -

В, —- [0,5 (0га -- 0(1 — 5) () --

т Ёдд [95(‹@)’5 о)' + в (1 — $) (@’о’)") -
+ 05(0га --о(1 — 5) (э’а’)"]. (2.35)

Система уравнений (2.8), (2.9), (2.27) — (2.29) также не
замкнута, но она не содержит членов с пульсацией давления,
о которых сейчас ничего не известно даже гипотетически, и
поэтому она удобнее, чем система (2.8), (2.9), (2.21) — (2.26).

$ 3. Гидравлические уравнения аэрированного потока

Чтобы замкнуть систему уравнений (2.8), (2.9), (2.27) —
(2.29) или чтобы получить из нее замкнутую систему для
одномерной идеализации, нужно, как и в случае однофазного:
потока, принять те или иные гипотезы, не сводящиеся К основ-
ным законам мекханики, или опереться на экспериментальные _
данные.

Гипотеза Г такого рода заключается в предположении, что-`
поток имеет четко выраженную свободную поверхность, т. е.
поверхность, на которой $ делает скачок от $ < 1 под поверх-
ностью до $=1 над поверхностью. Это значит, что случай,.
когда отсутствует четкое разделение области, в которой дви-

‚жутся воздушные пузырьки, окруженные жидкостью, и обла-
сти, в которой движется в воздухе водяная пыль (т. е. слу-
чаи, когда поток в обычном понимании перестает.существо-
вать), из рассмотрения исключаются.

Опираясь на эту гипотезу, осредним по площади сечения
потока уравнения неразрывности. Направляя оси координат,
так, как показано на фиг. 1, и предполагая по-прежнему, что
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плоскость х0г есть ПЛОСКОСТЬ СИММЗ'ГрИИ ПОТОК& ПОЛУЧИМ ИН- —
тегрируя выражение (2.8) по Ё,

д5° ‚ д$и; дЕШЁ Е

[Яаеа [яагь [ Чагеь в
Используя как и в @ 1, формулу дифференцирования под

знаком интеграла, найдем отсюда

В .

ЭГ [ З‘іР_А"дТ [ зна’у—Ъ—Ё [ зи_за‚‘Р_
Е ‚ -Вр '

о оен ВВ . ° В/ '

— ] зибнби + ] 5 ш_„,ау 0. (32)'
-В . - В/

По аналогии с формулой (1.8) можно написать

* ‚ дН$Н` изН дх _{— дЁ +А : (33)
°° Здесь Ах, — составляющая ш;‘і„. обусловленная обменом

воздухом между потоком и атмосферой, положительная, когда
воздух выделяется из потока, и отрицательная когда воздух

засасывается в поток. Из выражений (3.2) и (3.3) легко по-
„лучить -

‹

' в‚'г ..
© [э‹и—ч... - [зи ав-- [ 5уёто, ау=0. 6)

® -Вр

‚Последний член этого уравнения можно представить как
"No,В, где , — объем воздуха, выделяемого в атмосферу в
единицу времени с единицы площади свободнои поверхности
Далее

] зав=5Е, — [ заг = . ° (3.5)
Ё ВО Е

где: $ — среднее содержание воздуха в единице объема пото-
ка, а д — расход воздуха через поперечное сечение. В резуль-

‚ тате уравнение (3:4) приобретает вид |

_ 3е 9нивн0 @.9
Для жидкои фазы формула соответствующая (3'3) будет

‘где Аш——составляюшая скорости Аш,.‚‚вьтзванная выделением -
'водянои пыли -из - потока,.в ‚ атмосферу. - Осре‚цняя ‚уравнение
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(2.9) по площади сечения потока и используя (3. 7) получим
так же, как было получено выражение (3.6), следующее одно-
мерное уравнение неразрывности для Жидкой фазьг

-т+—+т+NoЬ0;:76®
‚ ‚ Здесь. @ — объем водяной пыли выдоляющеися в атмо-
сферу В единицу времени с единицы площади свободнои По-

‘верхности, а : .

о- [а —Заг п ющ_
— расход жидкости через поперечное сечение потока.

В связи с уравнениями неразрывности необходимо `заме-
тить следующее. В работах по движению смесей часто прини-
мается гипотеза, которую мы будем называтьгипотезой гидра-
‘влической крупности. Она состоит в том, что вектор скорости
твердой фазы или. газа есть геометрическая сумма вектора
скорости жидкой фазы и вертикально направленного векто-
ра о, численно равного гидравлической крупности твердых
частиц или газовых пузырьков. Для тяжелых твердых частиц `
(при нашем выборе координатных осеи) гидравлическую
крупность следует считать отрицательной и вектор ® напра- .
влен вниз, для газовых же пузырьков гидравлическая круп-

ность положительна и вектор @ направлен вверх. Нетрудно
видеть, что эта гипотеза несовместима с уравнениями нераз-
‚рывности турбулентного потока смеси. Деиствительно пола-
„гая в соответствии © этой гипотезой

*` п

и:=и —+Фх‚ '0.5:’0* ’+_0) › .Ш:;'Ш*Ё_]_шг’
где @х @,, ©; — проекции вектора @ на оси координат и скла-
дывая после этого уравнения (2 8) и (2 9), получим

Эх ° —|—$со ) + ду (° +зшу)—{— д (@* —[-3(0) 0. (3.10)

‚ Рассматривая стационарный равномерныи поток`в беско-
нечно широком русле, в котором плоскость хОу есть плоскость.
дна,-нужно положить д/дх== д/ду 'О и тогда из выраженпя
_(3 10) получаем: ‚

Ё(+No»No @+ 509(8 д
Но из условии неизменности течения по х, #) и & следует, °

что произвольная функция }=сопз5!, а из условий на поверх-
‚ности. (@*=0-и $5=5н) вытекает у =$но, И, следовательно,
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в толще потока ш*—_—(з‘“,‘,›— $) ®, 3=0, чего, очевидно, в рассмат-
риваемом случае быть не может. То, что это есть именно проти-
воречие, а не факт, требующий объяснения (хотя в литературе:
и известны попытки дать такое объяснение), видно не только
из бессплорности тёех исходных позиций, которые послужили
для вывода уравнений (2.8) и (2.9), но и из следующего. Не-
трудно проверить, что, если гипотеза гидравлической крупно-
сти верна, то уравнения (3.3) и (3.7) в общем случае не мо-
гут удовлетворяться одновременно и, стало быть, по крайней
мере одно из них неверно. Но тогда должно быть ошибочным
по крайней мере одно из уравнений (3.6) и (3.8). Однако оба
эти уравнения могут быть выведены и без помощи уравнений
(3.3) и (3.7) — на основании одного лишь закона сохранения
вещества. Действительно, выделяя двумя нормальными к

`оси х сечениями элемент потока длиной ах, видим, что, если
через первое (по течению) сечение в элемент за время а# вно-
сится объем воздуха д@{, то за то же время через второе се-

. ‚ @ ‚чёние выносится объем (с]'—і——ді—с—сіх)ш‚а через свободную по-
верхность элемента в атмосферу выделяется объем И,Ваха.

Таким образом, за время @# в элементе накапливается
объем воздуха

‹;ш—(‹„— 09 сіх)а!й—— ш'вахш——_—(д‘? + шв)ахаг
С другой же стороны этот накапливающийся за время @#-

объем можно выразить так:

(5Р - айк— бРак= Эр
Приравнивая эти два выражения, получим уравнение (3.6).

Совершенно аналогично можно получить и уравнение {3.8).

д3’° аах.

Таким образом, результат, получающийся из уравнений (3.3).
и (3.7), несовместимых с гипотезой гидравлической крупно-
сти, безусловно верен, а это значит, что гипотеза гидравличе-
ской крупности должна быть отвергнута. След\/ет заметить,
‚что ни теория [3], ни опыт [4] не подтверждают этой гипотезы.

°Хотя в работе [3] и показано, что при некоторых соотноше-
‚ ниях между размерами и плотностью частицы и частотой пуль-`
‚саций потока эта гипотеза более или менеё точно выдержи-

вается для отд_ельнои частицы, но это ничего не говорит в
пользу того, что она бу_дет выдержана и для системы взаимо-
действующих (через скоростное поле потока) частиц: для
того, чтобы она выдерживалась в последнем случаё, только
необходимо но еще недостаточно, чтобы она была справед-
ливой для уединенной частицы.

Переходя к динамическим уравнениям примем гипотезу П,
заключающуюся в том, что вязкостью жидкости и газа 'как
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‚ внутри этих фаз, так и на поверхности их контакта можно
пренебречь. Это значит, что в формулах (2.30) — (2.32) еле- _
дует принять ‚

_ др _ дР _ дР
Р, Р, Р:то;

Тогда из выражения (2.29) получается
НН '

— Ри--в. [ 1в-но( — а-н ] В,Ь
' н дг _ ‚ # ‘

+ ЭГ |о,5е; о (1 — )' 4-

ді 050 и* +р(1—3)ши]с1?;+

+

Н

+
. д.[Т‚дщщ+...0—щшъ]@4тNoNoъщн+

Р

--о(1 — 5) 10% — 0,590? 0 — 0(1 — Ё)‚*Ш*Ф*{ (3.11)
В аэрированном потоке поверхностная пленка нарушена

и давления по разные стороны свободной поверхности одина-
ковы, т. ©, рн=0. Учитывая это и преобразуя (3.11) с по-
мощью формулы дифференцирования под знаком интеграла
так же, как это было сделано с выражением (1.7), получим,
используя выражения (3.3) и (3.7),

—. ] в5—р — Эа5 +
н В Н : -

+ | & сіёдгді,[ 650 ---0 (1 — $) ') а$ +
Н ‘

| +%[ [0,5@ и +р(1—8)те›и]а!&+

д——у-у [рзтт+р(1—з)шт]а‚’ё—

— р;5о? @* — р (1 %—3) @а* -- 05 оЬ, о (1 — 5, ) ° Аш.
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Подставим значение р в формулу (2.27) и проинтегрируем ›
резу.пьтат пПо ПЛОЩЗДИ сечения потока . . :

[‹іР{—з*іірэз_дгрП ——Ё)Н—г*д; [ 055 - о(1 —8_)161%4—
Е . - 2 ‚ ‹

' Н '7`

+ ВЕ | ВЕНр [ нр( — 9) +

Эаа Ьибену-но( — 5)ча + о оа; 0(1 — 8 +
‚н ‚ ВЕ

+-арах [ [р,5@0; - 9(1 — 5) о°) й-
‚ |

д* "Ро— # о0% / ое л+No[[рззш8ид+р(1—з)ши]а;—
2 -

. д — ж о2% ° — жол— ох [р,50%@7 -р (1 — $) @** — р,5, тш...шш —

—е(1—5,) о) } —0
Используя формулу (1.9), вытекающие из нее формулы

‚ (1.12) — (1.15), а также формулы (3.3) и (3.7) и обозначая

а=1—-'9і.
о

‹ЗГр.[а ! “’+дх[[2а'ё}`
МОЖНО придать ЭТОМУ уравнению СЛ@ДУЮЩИИ ВИД.

1(1——‹18)—— = / „‹{8* х [‹іР[Мёдг
+Ё“(1—_а)5и +( —5)иаР нн

;

_;.%_ [(1_а)зии +(1—_з)иа1щг+ `

+д2]агу (1—а)5ши'+(1—$)ши]а'ё+ _

Н ' ! | `+ дхді .[Ш*[ (1—а)$ш +(1—з)ш]а'‹5}+А+В+Е (3 12)
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дх.
Е

А=—! { д ][(1_@3@@ +(1_5)шш]аг+

в/
— 9 ‚

‘і”% [ [(1—4)311 (изН%і_:_—!_дд—і;‹і_і_Атз) -
— В/2 2

| +(1_‘3Н)( н’9х "Ё дд —{—А‹ш)] }
1Ор — аР 6.а ] д°сіу ]зсіг—і—

- В/2 ё&

В/ ‚ ) Н

-- ір то а’у—д—й—[ (і—а)зте› —1—(1——310]0!2—{—

Вр | :
—- [ $д%о . ] [ — а) ои -- (1 — 5) о“и"] аг -

— В/2 20 :

й оао Й аам+і дхг; ] (1—а)згш —|—(1—3)ш*и.*]'а‘;і‚
-Вр га

нн
н 

^
 аь

ь

В/2 -° В

[ [1 — @) 5„ А. —-(1 — $) к АФ ау —
— В/2 ‘ ‚ .

в/ я В ]

— | (Н—г)зт [0 — @5„ о- (1 — 5) ;, Л0 у }-
-В | ‚ )

При $ =Лш,= Л =0 уравнение (3.12) обращается в урав-
нение (1.16), как этого и следовало ожидать ›

Гипотеза [ заключается в том, что пренебрегаем чле-
ном А в формуле (3.12) на тех же основаниях, по, которым
были отброшены соответствующие члены в уравнении, (1.16).

‚ Механизм обмена воздухом и водяной пылью между пото-
ком и атмосферой изучен далеко не настолько, чтобы ‹сейчас
можно было предложить какие-либо уравнения, связывающие
Аш, и А с другими элементами потока. А так как в-дальней-
шем уравнения данного параграфа будут применяться только
к таким потокам, у которых в среднем расход воздуха через

свободную поверхность равен нулю` ‹(т. е. засасывание воз-
духа на одних участках свободной поверхности компенси-
руется выделением его на других. участках, ̀если засасывание

и выделение вообще имеют место), то естественно принять
гипотезу Г/ — А,= Аф=0 в уравнении (3.12) и соответствен-
но И,==0 в уравнениях (3.6) й. (3:8) "Иными словами, в
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‚ уравнении (3.11) член Ё равен нулю. Гипотеза ГУ означает,
что обмен воздухом и водяной пылью между потоком и атмо-
сферой отсутствует не только в среднем, но и вообще. Такое
предположение имеет преимущество простоты, и в то же

время любая другая более сложная гипотеза в данное время
не будет более обоснованной. Гипотеза ГУ означает также, что
изменения степени аэрации потока 5 во времени и по длине
могут происходить только за счет несинхронного` изменения

`скоростей жидких частиц и* и воздушных пузырьков 4. По-
этому, когда выполняется гипотеза Г\, эти изменения могут
быть лишь очень незначительными. Это дает основание ими
пренебречь и принять гипотезу У © = соп5!.

Положим, как и в $ 1,

и“== 6/, и*== уи", $==0б,
* . дН дН

'2053——-'"88%51_1 д +п3 ОЁ '
ж ОН дН

@ == еа ар›
где ё, у, о, ё;, |;, & 1 — некоторые функции координат и вре-
мени. Величину / можно определить по- разному. Определим
ее как среднюю скорость течения водовоздушной смеси (/=
= (О +-4) Р, т. е. как . |

и=т [ [1 —5) * -- ааЕ
об | _

'Теперь можно написать:
ОЕ Н Н

] аЕ ] 508 — 5 ] аЕ ] ва = ®,5Р))В,

[ [0 — а)5 +(1—$ *|аЕ = (1 — %,5) ОР,

[ (1 — а)За —- (1 — 5) и’и"| аЕ == (а — ®,5) ОРЕ,
Е ' . В
Н

[ аЕ [ [1 — а)59%--(1 — 5) @') && =
Е & 7 .

‚ =%-[<61—г@48)и%’1—+(вэ %5
аЕ | [1 — а) хо%и у-Н(1 — $) @'и" а5 ==

В о г ‚ ' ‚

=%і[([5;—1365)!/2%%—|—([32——15“7$)_(‹/%[%_[_
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где

` Н

о ®,= ; [ав [оаь — ® = [ П —(1 — а) оба,
` ЁЕ &

% :% ] [1 — (1 — а) у]|соё? аР,
Ё

&4 Н

Ё . ‚

ё ,

. Н ` `

% = в [а [ п—( —) пдоаь,
Е ё

Н .
вЕ |

% = р | днаЕ [ в— (1 — а) ;) об а%
Е

Н .

&‚=%!4Р[ [а — (1 — а) п) об а,
я

в =-в [ бнаЕ [ га%,
Ё Нг

и [ 46 [ п
. Н

в —- [ оаЕ | г а,
В ё

Член / в уравнении (3.12) так же, как и в уравнении (1.16),
можно представить в виде суммы / и /», где /, — диссинатив-
ный член, а ]› учитывает количество движения, связанное с

‚› пульсациями скоростей. В качестве гипотезы \Г мы примем
предположение, уже фигурировавшее в $ 2, а именно,

‚ 1, до”РО?
2 == @„Ё дх *

3 Зак. 946 3'3



где а” =соп$!. Попробуем определить /.. Для равномерного:
аэрированного потока в призматическом русле все производ-

ные по х и # равны нулю и уравнение (3.11) приобретает вид

{(1 — а$) = Л.

Составим уравнение равномерного - потока двухфазной
смеси исходя из гидравлических соображений. Выделим в по-
токе отсек длиной /. За время Аі приложенная К отсеку сила
тяжести совершит. работу : |

{ [(1—3 * си‹“дг 5 ]„... аг}цы (3.13)
Работа сил-‘сопротивления‚'вызванных шероховатостью дна

и стенок русла за то же время, будет равна тдх!П А!, где т — .
среднее касательное напряжение 'на смоченной поверхности
русла, а х — смоченный периметр. :

Кроме преодоления сил сопротивления, потоК затрачивает
еще энергию на транспорт воздушных пузырьков. Эту энер-
гию можно определить из следующих соображений. Предпо-

_ ложим, что рассматриваемый отсек потока остановился. Тогда
пузырьки воздуха начнут всплывать под действием архимедо-
вых сил. Для пузырька диаметром а эта сила равна °

Лаз © — ; ‚
‚ | Г

Если @ есть скорость всплывания пузырька, то работа,
производимая одним пузырьком за время А7, будет

ла ‚ б — 0% )
6 & :

а для п пузырьков, содержащихся в отсеке, можно написать
3 — .вё. ‚ Ве® оМ = Р15а ВО М, (3.14)

ибо пла3/6Е1=5. Это и есть работа, затрачиваемая потоком
на удержание воздуха в своей толще. Скорость всплывания
пузырьков @ в стоячей жидкости зависит от многих факторов,
включая конфигурацию системы пузырьков. Согласно ра-
боте [5], абсолютная скорость подъема пузырей, заполняющих
с одинаковой концентрацией $ пространство между двумя го-
ризонтальными плоскостями, ‚определяется как

ю_шо(і — 5), (3. 15)1
где юо—скорость всплывания` (гидравлическая крупность)_
уединенного пузырька. В качестве гипотезы УП примем вме-`
сто выражения (3.15) формулу | |

‘© = ® (1 — 5).
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Теперь можно написать уравнение работ

НА{ э [ ( — 5) к‘аЕ--о, [зи аг}

_тох!(']Аі‚‘—і—РЮа‚-—о)ОП— ) А%,
ИлИ

‚ |-- %5 _ 1 ° то аоФ (1 — 5)
‘1=а$ в ’ Г оа-а5) 0 (3.16)

где В — гидравлический радиус, а

е (1 — 5) +- о„5
М — :

— объемный вес водовоздушнои смеси. Для однофазного по-
тока ›

: то 7 ›
== т . (3.17)

где С — коэффициент Шези. Примем‚ что формула (3.17). со-
храняет силу и для аэрированного потока. В этом и будет
заключаться гипотеза У!!. Основанием для этой гипотезы бу-
дет то, что в крайних случаях 5=0 (поток воды) и $=1 (по-
ток воздуха) формула (3.17) верна, а значит можно ожидать,
что она будет верна и в промежуточных случаях. Из выра-

° жений (3.12), (3.16) и (3.17) имеем

‚ 1—а$ 2л=тре 1 —е5) ср -5( —5)\. — (818)

Примем теперь гипотезу ГХ — формула (3.18) распростра-
няется и на неустановившееся движение. Это есть обобщение
обычной для гидравлики гипотезы — сопротивления в неуста-
новившемся движении могут определяться по тем же форму-
лам, что и в установившемся. В результате всех этих преобра-
зований членов уравнения (3.1 1) ему можно придать такой вид:

[1 —) са -нр 5( —5)|-
+Ёг{%°%(@г Ё—Ё—ЙТ)—Ё—'

д° — Р® дН °+оа ов (Б +в4и——)+
‚ + в.адуб Э5- (1 — %,5) - Е --а д“”} +2, (3.19).

`где

(1='Ц.’—!-—(1‚”—-—@`38‚ БЁ=ВЁ ’6'‚‹_{_38 /З=1‚ 2! зі 4'
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Складывая уравнения неразрывности (3.6) и (3.8) и учи—
тывая, что О +-д= Е, получим (при \= Й. =0).

-0 —0 ° (3.20)

Используя выражение (3.20), можно придать уравнению .
(3.19) окончательный вид _

—а5) од515УХ дН 1 — а511 - в5— 9р — та [0
1— %%,5 д0` 0 д0 а— 14-0,5 0 оЕ

+ 0 а'я в Р9г
1 д° Р® [. дН дНТа {д:дх'ът('-’чийдг@гт)т“

+а б (ылй ой )+ @у
В частном случае неаэрированного потока, когда $=0, это.

уравнение переходит в уравнение (1.19), если в последнем
отбросить член, учитывающий поверхностное натяжение.

Вернемся теперь к допущениям, ‚которые были приняты
` при выводе гидравлических уравнении неустановившегося ПО'

тока.

В случае однофазного (не аэрированного) потока, вывод
уравнения (1.19) не требует, в сущности говоря, никаких
предположений, кроме тех, которые вытекают 'из использова-
ния одномерной идеализации течения, т. ©. являются совер-
шенно обычными для всей гидравлики вообще. Останавли-
ваться на этих предположениях нет необходимости. Нужно
лишь подчеркнуть еще раз, что принятый способ вывода гид-
‘равлических уравнений из общих уравнений гидродинамики
позволяет свести к минимуму число предположений такого
рода, в частности, он делает ненужными неоправданное пред-
положение о гидростатическом распределении давлений в по-
токе, и весьма искусственные построения, обычно применяе-
мые при учете влияния кривизны струй в уравнениях дви-

жения.

Значительно сложнее обстоит дело в случае двухфазного
(аэрированного ' потока), ибо для замыкания уравнений
Франкля, из которых мы в этом случае исходили, требуется
такая информация о взаимодействии фаз между собой и с
граничными поверхностями потока, которой наука в данное
время еще не располагает. В связи с этим полезно дать сводку
гипотез, принятых при выводе гидравлических уравнений
аэрированного потока, с некоторыми дополнительными ком-
ментариями. | `
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Гипотеза Г-—-поток имеет четко выраженную свободную
поверхность. В рамках одномерной идеализации эта гипотеза
совершенно необходима, так как случай, когда она не выпол-
няется, т. е. когда движение воды с воздушными пузырьками

в нижних слоях потока плавно переходит в его верхних слоях

в движение водяных капель в воздухе, принципиально нельзя

° исследовать, отвлекаясь от стратификации фаз по вертикали.
Иными словами, этот-последний случай требует по меньшей
мере двухмерной идеализаций.

Гипотеза 11 — вязкость внутри жидкой и газообразной фаз
и на поверхностях их контакта во внимание не принимается.

В гидравлической идеализации от этой гипотезы можно отка-
заться за счет соответствующего усложнения выкладок. Но
делать это нецелесообразно, ибо те тонкие рассуждения, К
которым тогда придется прибегнуть, не дадут ничего нового:
дифференцированныи анализ вязких и турбулентных напря-
жений всё равно бесполезен, так как он будет сведён на нет
необходимостью принять достаточно грубую гипотезу о гидрав-
лических сопротивлениях (гипотеза \ПП), о которой подроб-
нее будет сказано ниже.

Типотеза ИП!--пренебрежение членом А в уравнении (3 12).
Эта гипотеза основана на том, что А есть квадратичный член
по отношению к вертикальным составляющим скоростей тече-
ния. А так как эти составляющие в десятки раз меньше гори-
зонтальных, то их квадратами вполне можно пренебречь при
изучении явлений, определяющихся в своих главных чертах

горизонтальными составляющими. _

Гипотеза ГУ — отсутствует .обмен воздухом и водяной
пылью между потоком и атмосферой. Эта гипотеза вынужден-
ная, так как о процессе этого обмена сейчас ничего неизвест-
но — по крайней мере о его количественной стороне. Сфера
действия гипотезы Г\У очень ограничена.

В задаче об устойчивости равномерного потока, к которой
и применяются (в данной монографии) полученные с ее по-
мощью уравнения, она не приводит к противоречиям. Но, на-
пример, при исследовании замедленного (в результате под-
пора) движения аэрированного потока, из которого обяза-
тельно выделяется воздух, эта гипотеза неверна даже в пер-

вом приближении.
Гипотеза \ — средняя концентрация воздуха в потоке по-

стоянна. Эта гипотеза может быть (но не обязательно будет)
справедливой только в тех условиях, в которых справедлива

`гипотеза 1\У. Для того чтобы отказаться от нее хотя бы в рам-
ках действия гипотезы Г\, нужен очень подробный гидродина-
мический. анализ двухфазного потока, а этот анализ еще не
выполнен; он невозможен пока не будет установлена Досто-

‘верная связь между скоростями движения фаз.
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Гипотеза М1 — количество движения, обусловленное пуль-
сациями скоростей, связано с количеством движения, обусло-
вленным осредненными такой же. зависимостью скоростями,
что и в однофазном потоке. Эта гипотеза так же, как и со-
ответствующее соотношение для 0днофазных потоков, по-види-
мому, не вызывает особых возражений. -

Гипотеза У/1 — гидравлическая крупность системы пузырь- ›
ков в потоке связана с гидравлической крупностью уединен-
ного пузырька через среднее, а не через локальное воздухо-
содержание. Необходимость в такой гипотезе вытекает из
одномерной идеализации, т. ©. из того, что мы отвлекаемся
от стратификации воздушных пузырьков по вертикали.

Гипотеза УГ — связь между средними касательными на-
пряжениями на ДН@ ПОТОК& удельным весом ВОДОВОЗДУШНОИ

смеси, средней скоростью ее течения и коэффициентом Шези
‚такая же, как в случае однофазного потока. Опытов, которые
прямо подтверждали бы эту гипотезу, нет. Основание для ее
принятия, указанное выше и состоящее в том, что эта гипо- .
теза безусловно верна в двух крайних случаях (поток воды
и поток воздуха), носит необходимый, но не достаточный ха-
рактер: ёсли бы рассматриваемая гипотеза не была верна в
этих случаях, ее следовало бы отвергнуть, но из того, что она
верна в этйх случаях, еще не следует, что она верна вообще.
Заменять ее каким-либо более сложным соотношением сейчас
нет никаких оснований, ибо предложить что-либо более обос-
нованное при нынешнем состоянии изученности сопротивле-
ний в двухфазных потоках просто нельзя. Следует заметить,
что вопрос о сопротивлениях до сих пор далеко не решен
даже для однофазного потока, ибо рекомендации классиче-
ской гидравлики в этой области внутренне противоречивы. Эти
противоречия прежде всего в том, что классическая гидрав-
лика игнорирует форму сечения русла как фактор, влияющий:
на гидравлические сопротивления. Более подробный анализ
этих противоречий и путей их устранения лежит за пределами
темы данной монографии. Они здесь упомянуты в связи с тем,
что, если такое положение существует в случае ОДНОфЗЗНЫХ‚
потоков, то ждать каких-либо теоретически или эксперимен-
тально обоснованных результатов для много более сложного
случая двухфазного потока, разумеется, сейчас не приходится.

Гипотеза 1Х — законы сопротивлений в установившемся и
° неустановившемся движениях одинаковы. Эта гипотеза заим-

ствована из однофазной гидравлики, где она принимается по-
всеместно, при отсутствии ‘каких-либо экспериментальных Д_ЗН*'
ных о сопротивлениях в неустановившемся потоке. Но эта
гипотеза стоит под сомнением: как известно, ГИДраВЛИЧЭСКИЭ
сопротивления связаны с распределением скоростей по сече-
нию потока, а это распределение может быть (при одинако-
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‹вых условиях) различным для установившегося И неустано-
вившегося течения.

Как видим, попытка анализа гипотез 1У, У и УП, а также
в особенности гипотез М1 и 1Х поднимает две проблемы
принципиального значения: проблему гидродинамики аэриро-
ванного потока и проблему гидравлических сопротивлений,
каждая из которых требует цикла самостоятельных специаль-.
ных исследований. Перечисленные гипотезы оказываются не-
обходимыми в настоящем именно потому‚ что такие исследо-
вания — дело будущего.



ГЛАВА П

УСТОЙЧИВОСТЬ УСТАНОВИВШЕГОСЯ ТЕЧЕНИЯ

$ 4. Гидравлические концепции теорий устойчивости.
Устойчивость неаэрированного потока

‚ Строгое математическое определение понятия устойчивости
установившегося турбулентного течения сопряжено с затруд-
нениями, связанными с тем, что такое определение может
быть только статистическим: турбулентное течение есть дви-
жение неустановившееся, об установившемся турбулентном
течении можно говорить лишь в статистическом смысле. Ис-
следование устойчивости руслового турбулентного потока со-
пряжено с еще большими затруднениями: с одной стороны,
можно надеяться получить полное представление об устойчи-
вости только если подходить к ней как к проётранственной`
задаче гидродинамики, а с другой стороны, на устойчивость _
существенно влияют гидравлические сопротивления, имею-

щаяся информация о которых практически не выходит за
рамки одномерной гидравлической идеализации потока. Труд-
ности, порождаемые этим последним обстоятельством, не мо-
тут быть преодолены при современном уровне знаний о гидрав-.
лических сопротивлениях, что сильно ограничивает возмож-

ности исследования устойчивости. В таких условиях общее
математическое определение устойчивости теряет свою цен--.
ность и мы, не пытаясь его сформулировать, сосредоточим
внимание на физических проявлениях неустойчивости. Такими
проявлениямйи могут быть: 1) возникновение поперечной цир-
куляции, 2) аэрация потока, 3) возникновение стоячих волн,
4) возникновение бегущих волн с нарастающей амплитудой:
Анализ возможностей возникновения поперечной циркуляции
требует глубокой теории или хотя бы гипотезы, объясняющей
структуру тензора турбулентных напряжений в потоке в усло-
виях пространственной задачи.

Несколько проще выглядит имеющаяся попытка решить
задачу о начале аэрации. П. А. Войнович и А. И. Шварц [6]
рассматривают скорость распространения волны на поверхно-
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сти раздела двух жидкостей (вода — воздух) в условиях пло-
ской задачи гидродинамики и считают за начало аэрации
возникновение таких соотношений, когда эта скорость стано-
‘вится комплексной величиной. Хотя ни откуда не следует, что
переход волновой скорости на поверхности раздела жидко-
стей в область комплексных значений соответствует именно

› возникновению аэрации, а не какому-либо иному изменению
возможной формы движения, но тем не менее, полученный
указанными авторами результат, о том что аэрация начи-
нается при скоростях течения около 11 м/сек., не противоре-
чит данным наблюдений по крайней мере, если`принять во
внимание возможные погрешности этих данных. Это свиде-
тёльствует о том, что концепция Войновича и Шварца может
быть` принята как гипотетическая, но мы не будем останавли-
ваться на ней более подробно, ибо указывая ориентировочно
условия начала аэрации, она не дает возможности определить

степень аэрации потока, которая и представляет главный ин-
‘терес. Степень аэрации будет определяться в дальнейшем по
‘экспериментальным‚ данным, которые содержат также и ин-
формацию о начале аэрации. Работа Войновича и Шварца
интересна в том отношении, что попытка объяснить возникно-.
вение аэрации потока предпринята ими с гидродинамических

позиций. Из дальнейшего будет видно, что для решения этой
задачи гидравлическая идеализация слишком груба.

Надеяться на то, 'что гидравлическая идеализация даст
‚возможность установить критерий возникновения стоячих
волн, по-видимому, также нельзя. Это видно хотя бы из того,
что стоячие волны сплошь и рядом есть образования, соста-
вляющие острый угол с осью потока, т. е. такие, которые за-

‚ведомо могут быть описаны .не менее чем двумя простран-
ственными координатами.

Поэтому мы можем ожидать, что гидравлическая идеали-
зация окажется инструментом, достаточным для анализа

одного лишь четвертого проявления нёустойчивости — нарас-
тающих бегущих волн. Следует заметить, что теоретический
анализ этого вида неустойчивости наиболее важен для прак-
тики, ибо вопрос об аэрации так или иначе решается на осно-
вании экспериментальных данных, а стоячие волны, если они
и возникают, имеют очень малую амплитуду и неприятностей
обычно не вызывают.

Необходимо заметить также, что возникновение одного из
перечисленных проявлений неустойчивости совершенно не
исключает других ее проявлений, например, нарастающие бе-
гущие волны могут иметь место в аэрированном потоке, на
них могут накладываться стоячие волны и Т. д.

После этих предварительных замечаний рассмотрим по-
следствия малого возмущения равномерного потока в призма-
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`тическом русле в гидравлической идеализации. В условиях
равномерного течения Н, Е, К, ©, а также коэффициенты
В› В В, В, сохраняют постоянные значения, которые мы обо-
значим индексом нуль. В результате возмущения ЭТИ пере-
менные приобретают значения:,

Н = Н АН, .Р__Ро—і-воАН‚ К= К- К)АН,
о=9,+^0, ИМАМ в— о-А,

532530+А53› Ь4=Б4О+АБ4'

‚ Здесь К’ =4К/аН. Единственное ограничение, которое мы
наложим на рассматриваемое малое возмущение, состоит: в

том, что малым АН и АФ отвечают дАН/дх, дАН/О!, дЛО/дх,
дА@/сіі того же порядка малости. Подставляя написанные
значения (Н и т. д.) в уравнения (1.17) и (1.19), отбрасы-

‚вая (как обычно в задачах об устойчивости «в малом») вели-
‘чины порядка малости выше первого и учитывая, что в рас-

‚сматриваемом случае 0/ Ко== ё получим следующие линей-
ные уравнения © постоянными коэффициентами

24(# — )-( —‹хт) ка дт * НАб5-нода &
д3 д]

ВА дтдёэ + оее —- (Во — м) 58 ==0, (4.)
Где ' Б_Ё{., т_і’!/ 8# ] -ВЁН,

„— ^Ю З/ В0Р О РК'
е о )“_ о2А в—

оВ? _° сВ? '
— — - —аУ==ОРОС о тоР?' В, == В, —- В,

—причем индекс нуль для простоты всюду ОПУ1Ц6Н

Из формулы (4.1) вытекает существование функции Ф (5,т) -
такой, что - |

дФ 1 дФ

<

й == -—› ° й —. (4.3)

Подставляя Виив формулу (4.2), получим

о д*Ф@2 —) ое д ‹+Б1 дзЗдт Р аоа |
(1--‹17„2) — %а). 2 — ор 90 —0Ф 290 —0 (4.4)дз дт д5 дх? &А от
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`Полагая в этом уравнении Ф= еЧ3+” получим уравнение,
‚ связывающее 4 и г

(1 — выд?) 72 [2 (—‚’„— + ащ) — 64°г --
-- 2дид -- (ай? — 1) * — (В\? — м) 4*== 0.° (4.5)

‚ Рассуждая формально, следует считать, что, если Кех > 0
хотя бы для одного собственного значения /, то при фиксиро-
ванном $ будут иметь место колебания ЙЛ с нарастающей ам- _
плитудой, т. ©. потеря устойчивости. Попробуем довести это
рассуждение до конца. Амплитуда колебаний Й не может на-
растать беспредельно, ибо при некотором не очень большом
значении й линейное приближение, из которого получено
уравнение (4.4), потеряет силу. Это будет означать либо Воз-
никновение стоячих волн с постоянной амплитудой, либо раз-.
рушение этих волн, сопровождающееся захватом воздуха,

т. е. аэрацию потока, которая, очевидно, будет продолжаться
до тех пор, пока не станет Кег=0. Здесь нужно заметить, что,
как будет видно из $ 5 в случае аэрированного потока для

‘малых возмущений также имеет место уравнение (4.5), но ©
В1 В, Вз, @, Л, и, зависящими от степени аэрации.

Таким образом, осуществление неравенства Вех >> 0 озна-
чает либо первое, либо второе проявление неустойчивости.
Какое именно — принципиально можно выяснить,. исследовав
стоячие волны не по линеаризованным уравнениям, а по пол-
ным уравнениям $ 1 и установив, имеет ли место разрушение
этих ВолН. Формальные рассуждения позволяют ожидать от
гидравлической идеализации решения задачи о первых двух
проявлениях неустойчивости. То обстоятельство, что гидра-
влическая идеализация слишком груба, как это отмечалось
выше, должно было бы, по-видимому, сказаться в том, что
описанное решение будет неточным в количественном отно-

`шении. Однако из дальнейшего будет видно, что это не так —
‘из гидравлической идеализации нельзя получить решёния для
первых двух видов неустойчивости даже в самом грубом при-
ближении, иными словами, гидравлическая идеализация не
охватывает причин, приводящих к аэрациии к стоячим волнам.

Выясним теперь, при каких условиях возникшая в резуль-
тате возмущения бегущая волна будет затухать, а не на-
растать при своем движении вдоль русла. На основании выра-
жения (4.3) напишем

‚Ё—ЁЁ_Ч‹’«’Ч”””"Ч‹?ХР(ЗЁЫ]—Р тКег)Х
х |соз ($ )т 4 -- та ‚) + у—1 зт(здгпс;—}— тЭ г)|. — (4.6)
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Из формулы (4.6) следует, что закон движения гребня
воЛНЫы есть ‘ .

5Ла а--тЛпле= Ё, в==0, 1, 9, .. (4.7)

Подставляя т из формулы (4.7) в (4.6), получим закон из-
менения высоты гребня волны по длине русла :

лНеЙ тах =']с]]ехр (/г _'тг)ехр{НеЧ_ й ›

Г)з}. (4-8)

Отсюда видно, что волна будет затухать, если

Кес;—д«—Нег———<0 ' (4.9)Ла Р

Это неравенство и есть условие устойчивости установив-
‚шегося потока. Оно может выполняться как при Кех > 0, так
и при Кех < 0. Определим параметры потока, при которых
имеет место неравенство (4.9). Полагая —

а:р(соз‹р+ у —1 81п ф), — г==0(сов - \/—— 1 зтф) (4.10)

можнНо записать неравенство (4.9) так:
сов ф . о
5 ф <О В (4.11)

В граничном случае перехода от устойчивости к неустой-
чивости будет

с0$ ф — $1п ф

‹. со$ р _ _| ..созср——зтср 5 == (, ` ‚ (4.12)

откуда 5!п (}—ф) = 0, и, следовательно, у=ф--Элл, или у=
=ф-+-л-+-2лл. Нетрудно проверить, что при }=ф--2лл уравне-
ние (4.12) удовлетворяется тождественно, а при }= 1 +-л-+-Элл
только, если ф=л-+-2дли. Таким образом, решением является

‚ р=ф-+-Эли. Вообще же:
со$ ф — $1п ф з?пз‘?; ==6, _ (4.13)

И‚СЛСДОВЭТ@ЛЬНО ‚ ‚

'——‹р+2м+г› 6 == 0 (е, ф). (414)

В случае малого в, который мы и будем рассматривать,
легко найти с точностью до малых высших порядков

6 == & 510 ф, — $51п ф == зіп Ф+Ё 5!п 2Ф,
- ё

со5 р == 05 ф — о (1 — С05 2ф).
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Таким образом,

г== о(сов ф -- У/1 п ф) — 320— (1—сов д— )/ —1 в1п 2ф). (4.15)

Подставляя д из выражени'я (4.10) илиз (4.15) в уравне-
ние (4.5) и отделяя вещественную часть от мнимой, полу-
чим:

‚ А1о* -- Вуо-} С, =0, Ауо? - Вуо-+ С, ==0, — (4.16)

где : | |
А, == сов 29 — Вор? с0$ 4р (со5 ф— с0$ Зф) -- ев,0? (с05 3ф—с05 5ф),

А, == 51п 2ф — В,0? 51п 4ф— & (в1п ф— $1п Зф) н ев.0? (51П 3ф—5!п 5ф),
В, == 2% сов ф -- до/р соз ф — В|Мр8 с0$ 4ф —

&—Э [2 % (1 — соз Эф) + За^ (со5 ф — со$ 3ф) — -
— В0° (с0$ Зф — со$ Бср)] ‚

ёВ, == 2 - в ф -- дайо в1п 2ф — В)Noоё 51п 4ф --

+ 5 [—Ё—‘ е1п Эф — Эао (в1п ф — $!п Зф) + В/^ (51п Зф — в1п 5ср)] .
| С, == Этир сов ф - (о^? — 1) о° со$ дф — (В^? — у) р* со5 4,

С, == Эйу 51п ф -- (ай? — 1) р? в1п 2ф — (ВА — у) р* $1п 4ф.

Исключая из уравнений (4.16) сначала о?, а затем с, бу-
дем иметь:

А|С2-—А2С1 0‚2_ Віс“2__ВЁС!
7 0=—... А[Вг"'"'А2В1 ‚ —.А|В?_А2В] "

Возводя правую часть первого из этих выражений в ква-
драт и приравнивая правой части второго выражения, полу-
чим уравнение

_(А1С2 — А2С1)2 — (А1В2 — А2В1) (31С2 — В2С1) == ,
иЛи в развернутом виде —
ё* (1 — со5 ф) а_о!? -- & (с0О5 ф — Сс0$ Зф) аёрю —

‚ — & (с0$ 2ф — со$5 4ф) газ0° -- (1 — со$ 4) а40 +-

-| (со$ ф — со$ 5ф) га;0’ + 2(1 — соз бф) ао° --

-- 2 (со$ф — соб Зф) гадо° -- 2 (со$ Эф — со$ 4) Рао! —

— ё [4(1‹—— со$ ф) іц + (со$ 4‹@— со$ бф) Б‚“:Ё ] с° +

- 2(1 — с0$ 2ф) йао — 4в(і — с05 2ф) %3— р==0, (4.17)
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где

ао == 26% (‘33;„2 — "\/) [(63 !Ё ) М — |]
2В ид =`([53No — \) *1 (2{5'2[.’›3 доВ ——-%) No — | ЭВ,У —- 2[33]> -

-- ВВ (0 — 1
_ _ а — Р"З2 [4[32 (‘Зди‘2 — ‘\7)+ [32]

а, — + ([2 (2аво — в) (6о2? — м) --
‚ —- В, (@ — 1) (В, — дав,) -- оВ, — ВМ -- ® — В.},

а— ф4 (вл? —) — водг-Нв Н

+ {[20%([52 —В) — 25253 + [52] ^ -- ЭВ, (\’ — !32)}

@ — В (52М2 — в4 —- В: — )
П(Ёа_ 1) в; — оВ, —- Ва] М -- В, — У} и --

--а (ав. -- Ва — В,) ® — 0% "\"“52'“51›

аз — [2(е — 1) о-- вн — ов, — в ВЕ
`. 1

ало== 19 — дар + а—

‚ При этом в каждом коэффициенте уравнения (4.17) удер-
жаны только члены низшего (для этого коэффициента) по-
рядка: ' ` ' `

Условие устойчивости . (4 9) можно записать также в виде.
неравенства г < 0, неравенство же в > 0 будет условием не-
устойчивости. Из выражений (4.9). и (4.10) видно, что реаль-
ный физический смысл имеют только вещественные положи-
тельные значения р. Следовательно, условие устойчивости
установившегося течения есть условие существования поло-

жительных корней уравнения (4.17) при в < 0, а условие не-
устойчиВости_— условие существования положительных Ккор-
ней уравнения (4.17) при г> 0. Для того чтобы установить
эти условия, обратимся. к известной теореме Декарта: число

‚‘вещественных положительных корней алгебраического урав-
нения равно числу перемен знака в ряду его коэффициентов
или меньше этого числа.на четное число (равные нулю коэф-
фициенты при этом не`учитываются). Пусть ао < 0. Тогда при
@1о < О число перемен знака в ряду коэффициентов уравнения
(4.17) может быть только четным числом, если в >> 0, и только
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‚нечетным числом, если в < 0: чтобы установить это, достаточ- .
но.обратить внимание на то, что число перемен знака между
двумя коэффициентами четно, когда эти коэффициенты одного
‘знака, и нечетно в противоположном случае. Следовательно,
‚при ао < 0 уравнение (4.17) имеет хотя бы один положитель-
ный корень, если в < 0, т. е. в устойчивом случае. Остальные
же корни этого уравнения при этих условиях либо положи-
тельны, либо не имеют физического смысла, если они отрица-
тельны или комплексны. Когда аю> 0, то уравнение (4.17)
имеет хотя бы один положительный корень при в >> (, т. е. в

‘неустойчивом случае, а остальные корни опять-таки либо по-
ложительны, либо лишены физического смысла: Отсюда выте-
кает, что условие ат << 0 достаточно для устОйчивости устано-
вившегося течения, а условие ато >> О достаточно для неустой-
чивости. Значит можно утверждать, что при ау < О необходи-
мое и достаточное условие затухания бегущих волн есть а1о<<0.

Рассмотрим, в каких случаях будет а < 0.` Будем иметь
в виду бесконечно широкое прямоугольное русло и примем
для оценки коэффициентов В, что скорости й распределены
по глубине по закону одной седьмой, а вертикальные соста-
вляющие @, и @; — по линейному закону, т. ©.

а). лй
ЁТОГ‹Д&‚ как нетрудно подсчитать,

4. 1, 64 8 ,
6;=7› Б2=7› [33:_165’ В, а—Б

116 й та —
— &АБ Вр — ВГО

и, следовательно, ао << 0, пока Вз\?— у >> 0: Но так как у всегда
‘очень малое число (из-за малости капиллярной постоянной),

‚ то последнее условие может оказаться невыполненным лишь
при очень малых Л. В этих условиях мы переходим в область
капиллярных волн, для изучения которых гидравлическая

идеализация слишком груба. Поэтому рассматривать случай,
Вз\?— у < 0 в рамках гидравлической идеализации не имеет
смысла, учитывая к тому же, что капиллярные волны не пред-

‚ставляют интереса для речной гидравлики.
Можно попытаться установить условия, которым должны

удовлетворять параметры потока для того, чтобы было
Ке/х > 0, точно таким же путем, каким было установлено
условие затухания бегущих волн ао < 0. Но эта попытка не
приводит к каким-либо определенным неравенствам, так как
все коэффициенты уравнения, соответствующего в данном
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случае уравнению (4.17), оказываются знакопеременными с
изменением ф. Это и свидетельствует о том, что, как указыва-
лось выше, в рамках гидравлической идеализации нельзя вы-
явить никакие проявления неустойчивости, кроме нарастания
высоты бегущих волн. Иными словами, в этих рамках един-
ственное условие устойчивости есть условие @ < 0, или

чг > —- Эо --а (4-18)

‚ Это условие не включает параметров , В, Вэ, Вз, Т. ©.
устойчивость потока не зависит ни от поверхностного натяже-

ния, ни от вертикальных составляющих скорости и ускорения.

Сделать такой вывод из уравнений, не учитывающих пере-
численных факторов, конечно, нельзя. Но теперь становится
понятным, почему такие упрощенные уравнения приводят к
правильному условию устойчивости. Именно из упрощенных
уравнений пришли „к этому условию (хотя и совсем иными
путями) В. В. Ведерников [7] и Иваса [8]. По Ведерникову,
который полагал о =1, это условие имеет вид

—> —1. (4.19)
Анализ критериев (4.18) и (4.19) будет дан в $ 6.

$ 5. Критерий затухания бегущих волн в аэрированном потоке

В случае аэрированного потока уравнение невозмущенного
движения есть уравнение (3.16), а возмущенное движение
описывается уравнениями (3.20) и (3.21). По гипотезе У (см.

° & 3), в этих уравнениях $ =соп5*, а по гипотезе У1ЦП, —

о® — @4) — @+
СВ° С:Р®В К ›

гдепропускная способность русла К для водовоздушной смеси
при наполнении Н определяется так же, как для воды при
том же наполнении Н. Линеаризованные уравнения возму-
щенного движения получаются точно таким же путем, как и

: в случае неаэрированного потока. Они могут быть записаны
так: “ ‚ ' '

: м дл д ди °
2-'»1(и—щ/2)'—(1»—-‹1?»2)‚—дд——оь_?ь—д-;—дгп—щз)›„.д_‘зтъ.`

. д д3й д\/ д33 °на о5 Н(^ от Н оаар Н ЫМ да == 0 (5.1)
ди. дй. . .

^ 95 Эт =7О. | | (5.2)

48



Здесь
‹ / (ё — 2р) и — р

=(1— а5)( — 3р), и = ——Т_Тр—"“
_ а$ (1— $) оЁ — РК'
— 2а-05) 0н9 ’ " вК

| ‚„21/3(04—4)2 = В,
&°

— 2В ВАН — А -0

Полагая, как и в & 4, на основании выражения (5.2)
дФ 1 дФ |

вр @ср
получим из (5.1) |

| _д* _ _Ф )

д°@ ‚ дФ дФ 21 дФ —
—2““”&%"2‘1@&*_(1 —%5) а ср 0. (0
Положим`теперь

— ®,5 а
)9 :Ж_ 2 › а'* . ›
' о °а —%,5)(1 — Ё—;Ё)

‚ =—_® — (| — 925- т-ов (! —)
— И, _ В, -В
в В

аЛ2 .

— В : В.
В. —Т› (1—{›23)(1__ 73) `

Учитывая эти обозначения ‚приведем (Б.З) к виду
2 2'Ф дФ г@‚ В,^ о5я + В. о52 отдзздт ""52* эа - (1 — 009 а — |

‚ дФ О 0°Ф О 24 дФ — `‚ —0 оо т '2‘*“’*Ё—'No"`Т* ‘г —=0, (5.4)
что полностью совпадает с уравнением (4.4).

Следовательно, для вывода критерия устойчивости можно
воспользоваться уравнением (4.17) и формулами для его
коэффициентов. Оценить коэффициент а; в данном случае
чрезвычайно трудно, для этого надо знать закон распределе-
ния воздушных пузырьков по сечению потока и влияние их на
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распределение скоростей, т. е. иметь данные, которыми мы
сейчас не располагаем. Однако можно утверждать, что, если
этот коэффициент отрицателен при 5 =0,. как это.было пока-
зано в $ 4, то он будет отрицательным также и при достаточ-
но малых значениях 5 > 0, ибо физически очевидно, что ‘зави-
симость ао от $ может быть только непрерывной Ноэтому, по
крайней мере для малых ©, условие устойчивости может быть
написано по аналогии с (4 18) .

2>м—2ам+а ° (5.5)

Это условие нетрудно привести к виду
1 ее `

за > 13 — ои - а — р$. (5.6)..

›Здесь | —
оаФ ВЕ а—е== т-5 (2”'”1 +а_ж_г".)“_2” 7н5° < | И,

ВЕ н и(а _„(„'__1)‹2

‚Х(”_ 1—-@—23) { -5 }5’
а(1—$) ®° _ а(1—5) %% — '

— 2(1—%,5) 09 2(1—-%3)П

Оценим гидравлическую Крупность воздушных пузырьков
®о. Она определяется их диаметром @, который не может пре-
вышать некоторую предельную величину @. Эта величина мо-
жет быть найдена из следующих, соображении При движении

› пузырька со скоростью 9 относительно среды с объемным ве-
сом у его лобовая сторона испытывает избыточное давление,

равное при турбулентном обтекании і_гфу/@*}% 2%, где @ —
`‘ускорение‹силы тяжести, а & — безразмерный коэффициент.
Это давление уравновешивается капиллярным давлением о/р,
где о — капиллярная постоянная, равная для воды 73 дин/см,
а р— радиус кривизны лобовой повёрхности пузырька, отли-

° чающийся от /261 так как: пузырек СПЛЮЩИВ&ЗТСЯ в напра-
влении движения,

а
- Полагая р—іг2 о› Где іг?‚—также безразмерное число, най- ..

деМ предельный диаметр пузырька, движущегося по отноше-
нию К окружающеи среде со скоростью 0 -°

а= А. вб ов — (5.7)
ігіг2 у‹дг. -- оуч?

Безразмерное число С, очевидно, не зависит от соотноше-
„ния.плотностей пузырьков-и среды. На основании опытов. с
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водяными каплями [9] это число оценивается величиной
' „ 1 ‚

С=10. С другой стороны, сила \ . „ ла, выталкивающая` из

воды пузырек, который стремится всплыть со скоростью, рав-
ной своей гидравлической крупности @о, уравновешивается
силой лобового сопротивления

где &’==й1, так как здесь речь идёт не о максимальном. ‚избы-.
точном. давлении, а о полном сопротивлении. Отсюда легко
Н&ИТИ Что ВЕ

`Т*—"—-“' |Фо"—"]/@т У га=Му га — _(5-8)_'
причем, по дащ{ым того же источника [9], М =0,69.. Подста-
вляя значение ю; вместо о в формулу (5.7), мы и получим
предельный диаметр

Сіт =—[Й' Т= 1‚25 См.

‚`Соответствующая этому предельному диаметру наиболь-
шая возможная гидравлическая крупность пузырьков @м СО-
ставляет — . 2°

е„ = М У/ га„ = 4,2 см/сек.

‚ Формула. (5.8) справедлива только при @> 1,2. см, при _
меньших же значениях @ гидравлическая крупность пузырь-.
ков с уменьшением диаметра убывает гораздо медленнее, чем.
дает эта формула. В частности [9], при уменьшении @а от 0,8
до 0,3 см гидравлическая крупность уменьшается только от
22 до 21 см/сек..

Таким образом, очень широкому диапазону изменения диа-
метра пузырьков (от 0,3 см до предельного возможного зна-.
чения) соответствует изменение гидравлической крупности в
сравнительно узких пределах (от 21 до 24 см/сек. в случае
нулевой степени. аэрации). В среднем можно принять @)==.
== 22 см/сек. На этом значении мы и остановимся. |
‚ Величина » сейча© не может быть ̀оценена -сколько- нибудь

определенно, но её пределы можно указать достаточно. уве-

ренно. Действительно, в одном крайнем случае, когда все воз:
душные пузырьки еосредоточены в тонком поверхностном.
слое, % близка к нулю. В другом.крайнем. случае, когда пу-
зырьки распределены. равномерно по всему сечению потока,
Ф близка к единице. Следовательно, можно принять 0<0,<1.°
Преувеличение Ф дает преувеличение х, что для оценки, ко-
торую мы сейчас пройзведем, невыгодно. Поэтому мы примем
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®,==1, а так.как а практически не отличается от 1, то
х<00/20. Так как аэрация возникает при больших скоро-

‚ стях (/, порядка 10.м/сек, то х<<0,22/2 х 10 =0,011. Учитывая,
что такие скорости возникают только при больших уклонах
(7 >> 0,1), нетрудно убедиться, что всегда р >> 0. Поэтому учет
членов, зависящих от воздухосодержания 5, приводит к более
мягкому условию устойчивости (5.6), чем условие

-г > 3 — дой -- @, — (5.9)
получающее, если рассматривать водовоздушную смесь как
поток однородной жидкости с расходом @-4

Для использования как условия (5.6), так и (5.9) необхо-
димо определять величины 5 и 4. Следует заметить, что в ли-

‚ тературе по аэрированным потокам не делается различия ме-
жду. воздухосодержанием смеси по объему $ и по расходу

унанттё; 69
Это объясняется, по-видимому, тем, что разница между $

и:$’ лежит в пределах точности измерений степени аэрации _
потока, на которых основываются формулы для воздухосодер-
жания. Среди этих формул наиболее удобна и, по- видимому‚_
наиболее надежна формула Н. Б. Исаченко [10]

5 = УМ —.
Здесь No== ВО?/вЕ3 вычисляется в предположении, что аэра-

ция отсутствует (это есть число Фруда в том случае, когда
поток не аэрирован), а ; — число Фруда при котором начи-
нается аэрация. По Исаченко,

/г=0,035+0‚837?-‚ АЁ=__45( _ А)иь
| ‘ За К

где А — высота выступов шероховатости (абсолютная шерохо-
ватость), & — гидравлический радиус сечения, вычисленный в
предположении, что аэрация отсутствует. По В. Н. Гонча-
рову [11], величина А в метрах и коэффициент шероховато-
сти п в формуле Маннинга связаны соотношением Д'®=22,6 л.
°. Решение задачи об устойчивости аэрированного потока,
изложенное в данном параграфе, безусловно правильно, в
рамках принятых предположений, только для достаточно ма-
лых $. Действительно, коэффициент ао характеристического
уравнения (4.17) в данном случае может быть представлен
так:

' Вао == 2В (52›‚133* г) Ва ̂ *.
52 °



Знак ау определяется знаком множителя в скобках, так
как Вз» есть величина всегда положительная, в чем нетрудно
убедиться из $ 4. Преобразовав этот множитель подстановкой
значений В1» Вэх, Вз, Легко увидеть, что знак а, совпадает со
знаком величины

138 аы — оьме оЕЫ 6— 5)
о которой нельзя утверждать, что, если она отрицательна при
малых , то она останется отрицательной и с увеличением ©.
А как только коэффициент ао станет положительным, крите-
рий (5.6) перестанет быть верным. Но с увеличением 5 теряет
силу и гипотеза 1 (см. $ 3) о существовании свободной по-
верхности потока, а это значит, что вся изложенная теория

вообще. неприменима при больших $. К сожалению, сейчас_
нельзя указать то значение $, с превышением которого эта
теория становится неверной; определение этого значения по-
ка возможно только экспериментально. ВО '

$ 6. Анализ критерия затухания бегущих волн

Рассмотрим \критерий (4.18)

ж > и? — дар - а, _ о (4.18)

который можно относить не только к неаэрированным, но и к
аэрированным потокам, если в последнем случае место рас-
хода воды оперировать суммарным расходом водовоздушной
смеси. При а ==1 критерий (4.18) переходит в критерии Ведер-
никова-—-Иваса: (4 19)

1
+ >й-1. (4.19)

‚ Критерий (4.18) с помощью элементарных алгебраических
преобразований можно привести к виду

ж> @-- ер }- (6.1)
Сопоставляя выражение (6.1) с (4.19) и учитывая, что

всегда и= 1, нетрудно убедиться, что критерий (4.19) дает
более тяжелые условия, чем это есть в действительности.

Экспериментальная проверка критерия (4.18) была. пред-
принята Е. П. Федоровым [12] по данным наблюдений на
27 быстротоках, результаты ее приведены в приложении |
(1 — длина быстротока). Первые 24 быстротока имеют трапе-
цеидальное сечение, последние 3 — сечение в форме кругового
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сегмента (— радиус круга, ф—утол смоченной дуги). Е. П. Фе-
доров ц определял по фактическим данным, коэффициент
Шези ©С вычислял по формуле Н. Н. Павловского ^ — по
фактическим данным, а коэффициент о/ — по изотахам. На
основании опытов Минского и Рейхарда коэффициент а ==
=о’--а” Федоров `принимал равным

а== да —1. о (6.2)
В таблице приведены значения © правой части критерия

(4.18) для а =1, а= а’ и о =%о—-1. Наличие (+) или отсут-
ствие (— ) бегущих волн ‚указано в последней графе прило-
жения 1. Случаи когда критерий дает результаты, не согла-.
сующиеся с действительностью, отмечены звездочкой. Из
данных приложения 1 видно, что наилучшее совпадение с дей-
ствительностью имеет место при а@ =до/—1, наихудшее — при
а = 1, причем ошибка получается всегда в сторону завышения``
обеспеченности устойчивости. Из данных приложения 1 ‘видно
также, что а/ составляет в среднем 1,;04 (следовательно,
с == 1,08), но с довольно большими отклонениями от этой вели-
ЧчИНЫ. О 1

А. С. Образовсиии [13] ставит о’ в зависимость от коэф-
фициента Шези. Однако для потоков с развитой турбулент-
ностью скорость обычно определяют по формуле й= итр (и, г),
в которой, им — максимальная скорость в сечении, а ф (и, &)
зависит только от координат точки и формы сечения. Тогда

о.ь’:Ц [ No ( г›ауаг={„ф‹у‚ г›ауаз} ‚ — (6.3)
т. ©. зависит только от формы сечения, но не от шероховато-
сти. Функция у может быть определена для русел произволь-
ной формы, например, по В. А. Гавриленко [14], построения
которого хотя и несколько формальны, но хорошо согласуются
с опытными данными. По‘формуле (6.3) коэффициент а’ есть
функция наполнения русла, однако это функция очень слабо-
изменяющаяся. Поэтому во всех случаях можно, по- видимому,
принять а/ = 1,04 и соответственно а = 1,08.

Приведем обычные формулы гидравлики

— /г 1/-[, К СР 1/-}?’ С == — }?у ` (6’4)
где у=1/6, ППО Маннингу, .——1/5 по Форхеимеру‚

и==2,5 п — 0,18 — 0,75(уп — 0,10) И В, — (6.5)
по Н. Н. Павловскому. Учитывая формулы (6.4), ° критерию—
(4.18) можно придать такой вид: | |

; 1 ЁФЧЁГ ож> Фгф_г\уэ{1__(оьд1)————$No 12 66
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1 -2Ф®т >шФЧ"‘/1 о— ощ
где

_ В %\ - т _ к_асф_—г-(1—7 а„) = 12

е == 1С 1/__;_;(—'

(6.7)

(6.8)

причем, если пользоваться формулами Маннинга и Форхей-
мера, то @ и \ не зависят от , точнее, по Маннингу \=4/3,
по Форхеймеру \=7/5 и по Н. Н. Павловскому

Ч =0,74--5 п— 0,75(уп— 0,10) 2--м &) У К. (6.9)

Если правая часть неравенства (4.18) или (6.6) отрица-
тельна (а такие случаи имеются в таблице Е. П. Федорова),
то правая часть неравенства (6.7) будет мнимой. В послед-
нем случае критерий устойчивости, конечно, выполнен, и мни-

мая форма не должна вводить в заблуждение, ибо она есть
лишь результат формальной замены неравенства (6.6) нера-
венством (6.7), а н_е результат существа рассматривае'мого
ЯВЛ@НИЯ

Для рабчетов рекомеНДуется пользоваться зависимостями,
основанными на-формуле.Н. Н. Павловского. Однако форму-
ла Маннинга позволяет представить критерий (6.7) в форме
компактного графика. Для трапецеидальных русел эта фор-
мула позволяет придать критерию (6.7) такой вид:

. ‚\6Ь_ ` т лРР < і(т‚ @, )›
й

(6.10)

где 1 — Н/Ь Ь—Ширина русла по дну, т — заложение отко-
сов. График функции / для с==1 и для а==1,08 представлен
на фиг. 3, которая подтверждает существенное влияние вели-
чины а; значения этой функции даны в приложении П.

В случае непризматического русла нарастание высоты бе-
гущих волн может иметь место даже тогда, когда поток не
перешел в бурное состоявие, например, в результате сужения
русла. Поэтому само понятие устойчивости в смысле затуха-
ния бегущих волн здесь становится весьма неопределенным.
Это, конечно, не исключает возможности проследитьЬ за транс-
формацией бегущей волны в непризматическом русле точно
такими же методами, какими рассчитывается волна паводка
(об одном из них будет речь в $ 8). Но для речных русел
(имеются в виду горные стремнины большого уклона) напра-
шивается иная постановка задачи. Гидравлические элементы
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речного русла Ё, В, х, В могут рассматриваться как случай-
ные функции координаты х, точнее говоря, как стационарные
случайные функции. Тогда высота гребня бегущей волны то-
же должна рассматриваться как случайная функция х, т. е
координаты, определяющей положение гребня в данный мо-.
мент времени. Задача определения условий, которым должны
удовлетворять вероятностные характеристики элементов рус-
ла как случайных функций для того, чтобы математическое
ожидание высоты гребня волны не возрастало при движении
волны пбо руслу, есть вполне четкая математическая задача,
решение которой может представлять значительный интерес
для-изучения русловых процессов горных рек. Однако сейчас
решать такую задачу, по-видимому, преждевременно, так как
оно может приобрести практическое значение только тогда,
когда будут сделаны необходимые шаги. в направлении раз-.
работки методов и накопления данных математического опи-
сания геометрии речного русла. Эта последняя проблема пред-
‘ставляет значительный интерес и имеет значение для всей тео-
рии русловых процессов вообще, а не только для задач
устойчивости установившихся течений..



ГЛАВА 11 -°

ПРЯМЫЕ МЕТОДЫ В РЕЧНОЙАГИДРАВЛИКЕ

ё 7: Общая характеристика методов. решения задач
неустановившихся потоков

‚ Для решения задач, сводящихся К Интегриров'анию диф-
ференциальных уравнений в частных производных при тех
или иных начальных и краевых условиях, к которым отно-

сятся и задачи неустановившегося движения, существуют три:

‚основные группы приближенных методов:
1) конечно-разностные, называемые также методами чис-

ленного интегрирования;

2) методы малого параметра;
3) прямые методы.` '
Идея конечно-разностных методов достаточно известна.

Эти методы универсальны в том смысле, что позволяют решать
‚любые корректно поставленные задачи (по крайней мере та-
кие, в которых коэффициенты уравнений, начальные и крае-
вые условия заданы не распределениями „вероятностей, а
вполне детерминировано). Однако для некоторых задач и, в
частности, для случая, когда вместо начальных условий за-
дано условие периодичности решения, эти методы хотя прин-
ципиально и применимы, но не очень хорошо приспособлены.
Приложением конечно-разностных методов к задачам о не-
установившихся открытых потоках посвящена громадная ли-

тература, поэтому здесь эти методы не будут рассматриваться.
Методы малого параметра основаны на том, что иногда

в уравнения или в начальные или краевые условия задачи

входит (или может быть искусственно введен) некоторый
‚параметр, при нулевом значении которого задача имеет точ-

ное решение. При значении параметра, отличном от нулевого
(но малом), решение ищется как сумма точНого решщения при
нулевом значении параметра и некоторого функционального
ряда по степеням этого параметра. Для задач неустановив-

› шегося движения открытых потоков эти методы неэффек-
тиВНЫ.
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Под „прямыми понимаются методы, заключающиеся в
представлении решения в виде рядов по некоторым функциям
независимых переменных и сводящие задачу к решению урав-
нений (алгебраических или дифференциальных), определяю-
щих коэффициенты этих рядов. Прямые методы накладывают
определенные ограничения на гладкость решения. Поэтому
они в противоположность, конечно, разностным методам . не-
применимы для задач о разрывных волнах. Но зато они лучше
приспособлены для задач с условиями периодичности и дают
возможность решать задачи со случайными начальными и
краевыми условиями (разумеется при сохранении требования
гладкости решения).

Прямые методы широко применяются в самых разнообраз-
ных задачах механики и физики.

Существует несколько прямых методов. Здесь будет ис-
пользован один из них — метод Бубнова— Галеркина; для за-

‚ дач неустановившегося движения он удобнее других. Чтобы
изложить сущность этого метода, нам понадобятся некоторые
определения.

Функции Фо(х), Ф1(х), ..., Ф»(х) называются линейно не-
зависимыми, .если не существует таких отличных от нуля по-

СТОЯННЫХ бо, С1, ...› Сп, При которых равенство

_СОФО(Х)'!" с1Ф, (х) —- .° -- с„Ф (х) = ()

выполняется тождественно при всех х. `

Последовательность фФо(х), ф1(х), ... называется системой
функций, если задана функция фо(х ) и закон перехода от
ф»(х) к Фнн (х).

Система функций называется линейно независимой, если
при любом п любые п функций этой системы линейно незави-
симы. В дальнейшем рассматриваются только линейно неза-
висимые. системы. .

‚ Пусть /(х) — любая кусочно- непрерывная (т. е. имеющая
ограниченные скачки при некоторых значениях Х) Ффункция,
заданная на отрезке а< х < 5. Тогда, если можно найти такие
числа со, С1, .. ., ЧТО

л. 2

]}И ! Е (х) — 2 с„Ф (х)
п-›со а [ ‚ М=0 ]

ах=0, — (7.1)

то система функций фо, ф1, ... Называется полной на этом от-
резке.

л.

Аппроксимация функции і(х) суммой Е с„Ф (х) в смысле
требования (7.1). называется аппроксимациеи в — среднем.
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Аппроксимация же по условию

Ит тах |Р () — ЕОС„ср„ (0)|==0, а«х<б — (7.9)
п ->со ‚ у `

называется чебышевской аппроксимацией. Из. выполнения:
требования (7.2) вытекает выполнение требования (7.1), об-
ратное заключение несправедливо: из (7.1) не вытекает (7.2).
Более того, из (7.1) в общем случае не вытекает даже, что

Г) = 2 с„Ф (Х ‘ (7.3)
т. е., что функция [(х) разложима в ряд по функциям Фу. Но,

если ряд 2 сФ (Х) сходится равномерно, то равенство (7.3).
‚› вытекает из (7.1). Напомним определение равномерной схо-

димости ряда. Обозначим

» — 3 е0ы(0, в( = т #,(
г(^ = 5(7 — 5, (0

Если для произвольного положительного е можно найти.
такое М, что при любом л >> М будет |/, (х)| < в, то говорят,
что ряд сходится и имеет сумму $. Число М зависит от е и
от х. Если же No зависит только от в и не зависит от х из про-
межутка (а, 6), то говорят, что ряд сходится равномерно в
‘этом промежутке.

- Мы не будем приводить здесь признаки равномерной схо-
димости и примеры неравномерно сходящихся рядов, так как

все это изложено в специальных математических руковод-
ствах, подчеркнем только, что все функции, с которыми нам
придется оперировать в дальнейшем, непрерывны и разложи-
мы в равномерно сходящиеся ряды.

Функции ф(х х) и }(х) называются ортогональными одна
к другой в промежутке (а, 6), если

] Ф () ф( ах=0. ° (7.4)
а

Система функций фо(х), ф:(х), ... называется ортогональ-
ной системой, если ` `

д . -

| ® 9) Ф () ах == 0 ° (7.5)
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‘при любых различных { и В. Если, кроме того,
‚ |

' | | ] ф,(х)}? ах = 1 — (7.6)
В _

при любом , то система называется ортонормированной.
Полнота системы функций имеет для дальнейшего принци-

пиальное значение. Ортогональность и нормированность же —
свойства желательные, поскольку они приводят к некоторому
(в случае уравнений с переменными коэффициентами или не-
линейных уравнений не очень значительному) упрощению вы-
числений, но не обязательные. Однако применяемые для вы-
числений функции обычно ортогональны.

Нетрудно проверить, что, если система функций сро(х)
ф1 (х), ... ортогональна в промежутке а < х < ®, то система
функций фо(у), No:(9), ..› В которои

%( = Ф(р ).
ортогональна в промежутке А < и < В.

‚ Приведем некоторые полные ортогональные системы функ—
ЦИЙ.

1. Система тригонометрических функций

1, ы1п Х, со$ х, 510 2х, со$ ЭХ, ...

(7.7)

ортогональна и полна в промежутке — лд < х< л. Системы
функций

1, со5 х, с082х, ... и &т.Х, вП 2х, ...,

рассматриваемые каждая в отдельности, ортогональны но не-

полны. |
2. Полиномы Лежандра

1° ая(х? — 1)"
Ро(5) == , Р,(х) == Эл ` 4хй —

й ` | `
\ - 1.8:5... (2у — 1) ду-й= — 1 а—У ` х › == :\]240( ) (п — у)! 2» — п)! 2877 ° аъ ‚

(из этой суммы выбрасываются члены с отрицательными сте-
пенями х) образуют полную ортогональную систему в проме-
жутке — 1< х-<1. Заметим здесь, что система степенных

‚функций 1, х, х?, ... полна в любом конечном промежутке, но
не ортогональна.

3, Функции Эрмита

_ лл
ЁО(Х) —- `т—в * з Л'л(х)= і—'}-?'—_.— ах °. ]/:ГБ \/2пц!]/л ‚ `
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‚ образуют полную ортонормированную систему на всей оси Х,
т. е при — ©о < х «< со. .

4. Функции Лягерра
Х

Х '—2_ а" (хпе—Х)
0( =е ®, 1„(х)= ° Яя и ==1, 2,...

образуют полную ортонормированную систему на положитель-
`ной полуоси, т. е. при 0 <х < сю.

Наиболее полное изложение теории прямых методов со-
держится в монографиях С. Г. Михлина [15, 16]. Однако обе
эти работы требуют от читателя довольно серьезной подго-
товки в области функционального анализа. Значительно про-
ще, но зато и менее полно эти методы даны в монографии [17].

`Здесь мы будем пользоваться только методом Бубнова—Га-
леркина; сущность его мы изложим без доказательств и обос- `
нований, отсылая к указанным монографиям.

Пусть требуется решить обыкновенное дифференциальное
уравнение

Е (, у’, у) == 0 . (7.8)
‘при краевых условиях у=А при х=а и у= В при х= 5. Реше-
ние ищется в виде ряда

и= о(0 ер () -- | (7.9)
где Фо(х), Ф1(х), ...— какая- -либо полная в промежутке (а, ё)
система функции При этом сумма. ряда (7 9) аппроксими—

"руется суммои конечного числа членов

и = оо (0 -- еф (0 --... - са ( (7.10)
Два уравнения, которым должны удовлетворять неизвест-

ные коэффициенты сСо, С, ..., Сл, ОЧевидны, они вытекают из
краевых условий:

А — СОФО (@)—‘— 01(91 (а)+ э° + спфл (а)‚'
В == соФо (д) -- сФ (д) —., . + с„Ф (д)

‚`Недостающие уравнения (их будет п—-1) определяются
следующим образом. Если уравнение (7.8) решить точно, то
левая часть (7.8) тождественно обратится в нуль, т. ©. будет
ортогональна к любой другой функции. Если же в выраже-
ние (7.8) подставить значение # из (7.10), то.левая’ часть
(7.8), которую мы в данном случае обозначим через Г (х, со,
С1, ..., С»), не будет тождественным нулем, ибо уравнение
(7.10) не есть точное,решение (7.8). Метод Бубнова— Галер-
кина. сводится К требованию чтобы функция / была ортого-.
нальна к такому числу первых представляющих функций, ка-°

(7.11)
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кое`равно числу недостающих уравнении т. е к функциям:
Фо, СР1"°‹ * (рп—2 `
Н | | |

‚ |

] &( о б -- -› с„)ср„(х)а‚';‹::О‚ у=0‚ _1‚ уеа 11‚—2 (7 12)
а

Уравнения (7.11) и (7.12) образуют систему п+1 ‘уравне--
ний (в общем случае трансцендентных), из которой опреде-:
ляется п+-1 коэффициентов со, С, ..., Спу, Чем и решается рас-
сматриваемая задача. Это решение несколько отличается от-
того, которое было предложено Бубновым и Галеркиным. Их
решение связано с несколько более специальным выбором
системы. функций фФо, Фа, .. . `Оно СВОДИТСЯ К следующему. По-
ЛОоЖИМ

АБ — Вау—' д__а—_‘— Ь х+27
Тогда уравнение (7.8) обращается В уравнение

11:(2//’._5__;_%__'_21‚ Ад—Ва+ —. х+2)_0

с`однородными краевыми условиями

& (а) — &#(6) — 0.
'Решение опять-таки аппроксимируется рядом: с конечным

числом членов.

г== софо (^ -- ср () - +-с‚2Ф„ (х)
НО. функции Фо, Ф1, ..› Фп ЗДесь выбираются так, чтобы ка-
ждаяиз них в отдельности удовлетворяла краевым условиям _
т. е. чтобы было

Ф;(@)= Ф;(0)=0, _ #=0, 1,... п
и тогда составляется не 7—-1, а п-+1 уравнений (7.12).

Приложение метода Бубнова—Галеркина к уравнениям в
частных производных в принципе сводится к повторению из-
ложенной операции столько раз, сколько независимых пере-
менных входит в уравнение: если, например, таких 'переменных

две (х и г), то коэффициенты сСо, Сл, ..., Сп В (7.10) будут:
уже не постоянными, величинами, а функциями г, и уравне-
ния для‘их определения, к которым приведет метод Бубнова—
Галеркина, будут уже нё алгебраическими или трансцендент-
ными, а дифференциальными (обыкновенными). Эти. послед-.
ние решаются повторным применением метода Бубнова—Га-
леркина. На деталях этих операций мы здесь не будем оста-
навливаться, отложим пояснения до рассмотрения конкретных
задач. Заметим только, что для уравнений в частных произ-
водных первый вариант метода Бубнова— Галеркина проще в
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аналитическом отношении, но второй вариант позволяет полу--
чить несколько более высокую точность при том же числе чле-
нов ряда. Мы будем в дальнейшем комбинировать оба ва-_
рианта метода.

В главе Н, где рассматривалась устойчивость потока,
нужно было исходить из полных уравнений неустановившегося
потока, чтобы получить по возможности полное решение этой
тонкой задачи.

В данной главе, исследуя волны в потоках, установив-
шееся течение которых заведомо устойчиво, можно исходиТЬ
из упрощенной системы (1.23) и (1.25), которую также удоб-
но представить в безразмерной форме, но иной, чем в главе 11.

2Для установившегося течения с расходом @, будет / = о0/ К:
Вводя обозначения`

_ _& _ @ ВЕ ЪОЁ
н обещо ефр б МЬО

1 Гг,В 2 Т°(#, $) 82?;1„‚ у(No, о) = а, С= Е,

представим — рассматриваемые уравнения в безразмерной
форме

® (0, 8)——-—%(/2 $) * -- ) (й, 8) +Сн '(^ $)Чд (7.13)
З НУ (й, з)-д—т——=0.` — (7.14)

Здесь Г, го и Т — некоторые единицы измерения длин, ам-
плитуд колебаний уровня и времени, такие же произвольные,
как и Оо. Функции 3 и, у будем считать разложимыми в сте-
пенные ряды .

› (й, з)'—ж ()( А --,(5) 2 -
#(& $) = ю (5) -- (5 )/1+No(8)/12+ .
* (, $) == %% (5) -- No) (5) @-- Noо (5) * ..

`в которых ВЕ
* (5) ==(0, 5) н () ==1(0, 5) Noо (5) = * (0, 5).

Уравнения первого (т. е. линейного) приближения, отве-
чающие уравнениям (7.13) И (7.14), имеют вид:

ме аНа НвО Н О6уд =б 015
З5 % (5) ** ==0, - (7.16)
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где и=4 — 1. Мы, однако, будем оперировать не уравнениями
первого приближения (7.15) и (7.16), а уравнениями второго
приближения, которые получаются из уравнений (7.13) и
(7.14), если удержать в них не только первые, но и вторые
степени Й и ц, а также произведения этих величин. Уравнения
второго приближения

‚ { (5) & -- 2Ж, ($)и+ 35 +м0(з) Эт —|—Ср‚0(з) —|—7No () й2 —-

--23, (5) ли -- No ($) а* —- щ(з)/г +2Смо(8)щ(8)/1 5 —-
-- Си3($) “-дг ==0, (7.17)

%Ё+”о(8)%+ч1(8)/г%=0 | (7.18)
значительно проще исходных уравнений (7.13) и (7. 14) -НО В
отличие от (7.15) и (7.16), они учитывают все основные 'не-
линейности, что дает основание надеяться получить в резуль-
тате их интегрирования достаточно точные результаты.

$ 8. Периодические движения _

‚ Рассмотрим интегрирование системы уравнений (7.17) и
(7.18) для случая:периодического движения в русле. Такое
движение возникает, например, в нижнем бьефе ГЭС при ее
работе. с повторяющимся от суток к суткам: графиком на-
грузки. Расход в створе ГЭС (х=0), т.е. функцию и (0, т)‚ бу-
дем считать заданной периодической `
функцией времени с периодом в сутки, ко-
торый мы и примем за Т. Условия перио-
дичности, которым должно удовлетво-

рять искомое решение, будут:

й ($, т) == # ($, т -- 1), (8.1) В

а(, т) = (, т-Н1). СОИ обыеда арн
Кроме того, должно еще удовлетво- ской ГЭС.

ряться некоторое краевое условие на про-_

тивоположном створу ГЭС конце бьефа, которое будет раз-
личным для различных частных случаев.

Рассмотрим конкретный случай Горьковскои ГЭС пред-
ставленный на фиг. 4. Введем обозначения:

х — расстояния, отмеряемые от створа ГЭС вниз по фар
ватеру Волги до точки впадения Оки в Волгу, х=/.

х’ — расстояния, отмеряемые вниз по фарватеру Волги от
места впадения в нее Оки
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'—расстояния отмеряемые вверх по ‘фарватеру Оки: от
места впадения ее в Волгу;

©’(х’, й), @”(х” і)—мгновенные расходы воды в створах
© абсциссами х’, х” в момент #;°

@0, @0 — среднесуточные расходы в Волге соответственно
ниже впадения Оки и-в: Оке;

2 (х’, Р), 2” (х”, г‚‘)—превышения мгновенных уровней воды
в момент # в створах х’, х” над уровнями установившегося
режима с расходами @, Оо.

Очевидно, что для точки впадения Оки в Волгу (х= Л,
х’==х” =()

# (1, д = #' (0, ) == 27 (0, No), (8.2)

@(, д-+-Ф’@, 9=0'0. д ‚° (8.3)

при всех #, а в бесконечном удалении от этой точки как вниз
по Волге, так и вверх по Оке имеет место установившийся
режим .

г (со, ) ==0, @’(со, )— @), (8.4)

г (со, ) ==0, @’ (со, ) = @! (8.5)

`Будем считать линию АВ (фиг. 2) для Волги ниже впаде-
ния Оки и для Оки за кривую свободной поверхности при `

/ #

установившемся режиме с расходами @о и Оо соответственно.
Наблюдения показывают, что колебания уровня Оки и

Волги ниже впадения Оки невелики (даже при очень резких
изменениях расхода ГЭС), поэтому здесь возможна полная

° линеаризация уравнений Сен-Венана, т. ©. мы имеем:
для Волги ниже впадения Оки

дг’ — о 4© ООАО ч 1 д40° 200 л@’

дх К @” д дг’?’ дх'

69580 (8.6)
и для Оки

дг!/ # А й 1 дАО” 2 # дА “

# ` Й „2 # *дх” К @Ё д} @Ё дх
%

В” 62° _д АО”
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Введем следующие обозначения (в дополнение к приня-
тым в $ 7): ›

2*'/2—2 и_—_Ш3’=_х_ 8”=:Ё— И — — # _° /
Т' [‘ ‚ 2 , 2 ’ _ОО ’

и” О” _ О(;

°° © д
/ # 9

7"’ 2 ООООЬ и‘„ — 2 ООООЬ п _ [‘Об
2 *° — #2 3 И о == у 3

гоК 20^ &2оЁ Т
2

# _ [‘ОО
‚ — ЕЗОР„Т Ь]

‚ ДгоВ' „о бгоВ”
° М == , у == .

ТО ТО.

Так как тонкая структура характеристик русла в доста-
° точном удалении от створа ГЭС не может существенно влиять
‚ на режим участка Волги от ГЭС до впадения Оки, то без осо-

бой ошибки параметры М, и’, \’, No, и”, у” можно сЧитать
постоянными. Далее, можно пренебречь сопротивлением русел
Оки и Волги ниже впадения Оки, т. е. принять приближенно
Ж‚’ _7\‚”—0 Тогда уравнения (8.6) и (8.7) примут вид:

дА / ди . ‚д ди’ % діъ— оНО у У т 0 ()
дп” _ „ ди” „2 ди” „ Ой” ди” _
д57 т — СВ и т—"д—зт—@ (8.9)

Рассмотрим‚ уравнения (8.8). Так как русло Волги про-
стирается вниз от впадения Оки практически бесконечно, то
отраженных волн, бегущих к точке слияния Оки с Волгой, в
этом русле не может быть. Волны же одного направления при`
отсутствии дисперсии определяются по выражению

& ($’, т) = ф ($ ё—а’т)‚ . —(8.1'0)

где а’ — волновая скорость. Подставляя уравнение (8 10) в
(8 8), легко найти:

и ($', т) == у’а’й ($', х), ‘ | (8.11)_
‚а С@ =С-у т 1/(—2*) у (6.12)
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Точно так же из уравнений (8.9) имеем:

@" (5”, т) — — М'а’И 5 1:); | (8.13)

# _ Си” Си” ‚„— Зн () н 2 614
Из уравнений (8.9), (8.3), (8.11), (8.13) следует, что ..

и (1, т) == ОА (1, т), — ‚ (8.15)

где Э=у’а’--у“а”. Это и есть искомое краевое условие для
х= !, т. ©. для $=!. Решая поставленную задачу при этом.
краевом условии, мы найдем функцию Й ($, т), значения кото-
рой для $=1 определят краевые условия для расчета волно-
вого режима в Оке и в Волге ниже впадения Оки.

Если бы в створе х=/, Волга не принимала бы притока,
но у нас были бы основания считать колебания уровня в этом
створе малыми, то краевое условие (8.15) сохранило бы, ко-
нечно, силу и только постоянная Р приобрела: бы несколько _
иное выражение. _

`В данном случае мы исходили из экспериментально уста-
новленного факта, что неустановившееся движение в точке
впадения Оки в Волгу выражено очень слабо. Случай, когда

‚подобное предположение неправомочно, встретится нам в $ 9.
‚ Если бы в точке х=/ река впадала в настолько широ-

кое озеро, что его уровень можно было бы считать независи-
мым От расхода реки, то в качестве краевого условия мы
имели бы Й (1, т) = 0, т. е. частный случай условия ̀ (8.15), отве-
чающий значению 0 =0.

°В данном параграфе мы построим изложение так, чтобы
наиболее рельефно показать суть метода Бубнова—Галерки-
на. Это потребует довольно громоздких выкладок. Но в $9 и
11 будут показаны приемы, которые позволяют избежать этих
выкладок и давать решение задач неустановившегося движе-

— НИЯ в менее Н&Г.ПЯДНОИ но очень компактной И \/ДОбНОИ ДЛЯ
расчётов на ЦВМ форме.

Будем искать решение_ уравнении (7.17) и (7.18) в виде
рядов Фурье по т: -

в— іг(з‚ т)__ 0+ 2 Х, соз 2лгт+У $П 2л:г1:) (8 16)

и == # (5, 1:) == 21 (Р, со$ 2лгт -- О, зіп 2лгт)‚і (8.17).
вр Г в

удовлетворяющих условиям периодичности (8.1), с коэффи-
циентами зависящими от $. По поводу уравнёния (8. 16) нуж-
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но заметить, что в рамках линейного приближения средний
суточный уровень в русле-совпадает с`уровнем установивше-

гося режима при среднесуточном расходе и тогда Хо=0, но
при учете нелинейностей эти уровни не совпадают один с дру-
гим и тогда Хо=-0.

‚° Периодическая функция и (0,т) может быть разложена в
ряд Фурье с постоянными коэффициентами

( 2 (а сов Элгт -- В, 51п 2лгт) ° (8.18) .

Из уравнении (8.17) и (8. 18) следует что

Р (0)'_0‘г’ О,(О)ШБ‚‚ ‘ (8.19)

а из (8.15), (8.16): и (8.17) — |

о х,0)=0, Р,0)= Х,( @,0)=0у, () 620
`Условия (8.19) и (8.20). есть : краевые для бесконечной

(7=1, 2, 8, ...) системы обыкновенных дифференциальных
уравнений, которая получается подстановкой й- и и из фор-
мул (8.16) и (8.17) в (7.17) и (7. 18) и приравниванием нулю
коэффициентов при со$ ддгт и 51 2:гпгт

1

(13т+2лг(”0+"71 О)Уг—'_лщ !ЕЁ(Х‚ ЁУЁ—}—У‚ ігХіе)—
‚ 1Ё—ГЕ(ХМЬУЁ"_УМЬХЬ)* =0, — (6.21)

Ё ==1

‘ь

\

—

‘і — Элг (% -- М,Ао) К, — {ЕЬ(Х, іеХ/г‘—Уг .%Уіг)+
Ё== 1

2 (Хіг г+іг"+'уігуг+/г)} =0, (8°22) ‘
— )

оныконых МВ ОНИ НЫ(ХР т

—на (Р?+О)+NoNo(Х @, — К,Р
+цЦNoд+°щУ“+Noп+NoщУ*Н=&@No
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а, -- Сио (ц0—1—2р‚1Х0) +7Ь Х, -- 2мР, +2“Но"0г
` + 2^ ХОХг+ 2МХоР, -- 2“Н1ГХо@г

,1 
`^+ 2(% Х,_ЁХЁ—У‚_ЁУЁ)—'—ж1(Хг—]гРіг_уг—`ігОЁ)+

Ё=1

+_Ё—О(Рг—ігріг_ ©,- и@д)+дNo1Ё(Хг а@, —- К, - ,дР„)—-\—
*+сно[2м1(Х‚_‚З%Ё&._У‚_‚г%)#*’(р‚г п —0 «- ))
+ У1ыХоа Тн 2М (ХаРЬЬ ” а0.

Ё =1 `

+ Х,р нь НУ ,Оны) -- (Р,Р,на -- О,Оун) -
-- Сли) [Ё (Хгна-@;а"'” уг+ігріг)+ (^ -- &) (Х/еогна""у Р +іг)] +

+СН0[(Н1 г+іг+ о Р‚„д) ата —-{—(р„Х‚г—{——ЕЁ-Р) ‹1Р,+(д +

-- (Ц1Х;+іг+%о' Огнг) —хЕ-- (Щуіг ""' О ) No]}=0*

+ Сто(ио -- м, Х о) + мХ, + 2Ж’о@т — 2лр‚0гР --
+2?...2Х0У-‚+2_)‚1Х0@,——2лм1гХ0Р‚

7

в= —

—1

+ ` {%(Х‚_ЁУЁЧ—У‚_ЁХЁ)_"'АЧ (Хт—ёОЬ+УЁ—ЁРЁ)+

_|__Ёі(р‚_дс_?‚г+ @,‚-‚Р,) — Слу& (Х,-,‚Р, — Г, -‚О,) -

Ъ СМ‹›[И(Хг—&% —уг—д%)-і"%(@д @Ре-в + Р, ‘Ю’ ’?)]} +

+ 2{ ХЁУ‚*_Ё—УЁХ‚_,_Ё) 2;\’1 (Хг—уігО/г";уг+ігРіг.—

_Хіг@г+ге+ У‚Рунк) + No(Р,О, ав— О,Р,у) -
ъ лщ]!г(Х„‚дР,д+У„,г(„2‚д)—-—(г+ Ё)(ХігРгНг +УЁОГ+Ё.)] —

— Си [(Н’1Хг+!г+-!%-рт+іг) сіО (ЩХ;‹;—]" 10 р ) а%’;* —

“а Н(в, + $ @) “г =0. 625(Н}угнг“* 2 Оніг)

(8.24) -



При этом иСпользуется следующая формула для произве-
дения двух рядов Фурье:

\ о_ оы М . —2 (4,со$ лу -- В, $1п лу) 2‘ (а; со$ Эл/т -- 6 51п дл/т) ==
‚ 7=0 1=0

=Атонн о Уакь-НВо + 3 { Адо--Аца, -
- В =1 7 == 1

Г_—]. ` со | ` ‚

и _;" [2 (4,-ааь — В, -&о,) —- 2 (4,+ааь —- Вонадь --
Цв =1 Ё=1

Ч Авонна-Р Вар ю)| } сов длгт -- М ‹{ В‚по-- Аф, -
у=1

‚ Г<

тЭ [2 (4,-ав, —- В, - #) —
в—

В1

— 2 (4уньв» — В +а — Авбгчь -- В,а + ь) ] і 511 Элгт.
Заметим, что если инерционные члены не учитываются, то

в уравнениях (8.23) — (8.25) нужно положить [о=р)=0 и
тогда они существенно упрощаются. ' - `

Для приближенного решения задачи вместо бесконечных
рядов (8.16) и (8.17) следует взять конечные, т. ©. считать:

| Х, ==К,==Р,==0,=0 при г> мт, ‚ (8.26)
‚где т — число, зависящее от требуемой точности приближе-
ния. Обозначим через Ми \ результаты подстановки выраже-
ний (8.16) и (8.17) при условии (8.26) соответственно в (7.13)
и (7.14). Очевидно, что в этом случае нельзя обратить М и No
в нули ни при каком выборе Х,, У, Р„, @, для г < т, но, сле- -
дуя методу Бубнова— Галеркина [15], нужно требовать .орто-
гональности М и No ко всем представляющим функциям

1, со8 длт, ..,, СО$длтт, 510 длт, ..., 510 Элтх

в промежутке (0, 1), т. е. выполнения условий
1 1 '

_[ М со$ длгх йх =0, _[ М з1п Элгт ах == (,
0 ` 0 `

1 1 ‚

]Мсоз‘?лгт ах == , ]. М з!п лт ах == (
о. . 0
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для #=0, 1, 2, ..., т. Это приводит к конечной системе диф-
ференциальных уравнений, которая имеет совершенно тот же.
вид, что и система (8.21) — (8.25), нужно лишь при / > т при-
нять значения неизвестных по (8.26). Эта система может быть
приведена к нормальной форме Коши исключением из `урав-:
нений (8.23), (8.24) и (8.25) производных от Р и © с помо-
щью выражений (8.21) и (8.22). Численное решение ее может
быть выполнено на счетных машинах, но это нё очень удобно,
так как краевая задача, к которой мы пришли, может быть
решена численным интегрированием только путем подбора.

° Однако полученную систему: обыкновенных дифферёнциаль-
ных уравнений можно решать также Методом Бубнова — Га-
леркина. Пусть _

'тр;‚(з) 6) от ;-к8.27)
— какая-либо полная и замкнутая в интервале (0, 1) система
функций, например система полиномов Лежандра. Тогда
функции Х,, ,, Р‚.‚ @, можно представить рядами:

г —агофо (8)"} аг1ф1‚($)+ .
Уг == 6,о\о (5) -- Ьгіф1 (5) -- .

— Ртофо (8) -- РаФ (3) .
@ —Чгофо(3)+Чг1ф1(3)+ В ›'(8.1?28)‘

где ам, бм, р„‚ д — постоянные коэффициенты Для числен-
ных расчетов нужно, конечно, опять-таки ограничиться конеч-

ным числом членов в этих рядах, ОбОРВЭВ ИХ На НеКОТОРОМ_і
й-м члене.

Коэффициенты рядов (8.28) должны ̀ быть подобраны так,
чтобы прежде всего удовлетворялись краевые условия (8 19),
и (8. 20) т. ©. чтобы былое: |

2 Рг : ф: О) == @,, ; 9; і , (0)= Бп

ЁОРОіФі(О)._: ЕРг гфі(1)—р Еагіфіа)

`Ма( 021›...1› 00629
Таких уравнений будет 4т+1 [по числу неизвестных Х,

У,‚, Р‚‚ @, и числу уравнений '(8.21)——(8.95)], общее:же число °
неизвестных ‚коэффициентов. равно (4т+1) (п+-1). Недостаю-
щие уравнения получаются по общему принципу метода Буб-
нова— Галеркина. Пусть: Фрг‚ Ф@Г‚ Фх,, фу ‚ебть: результаты
подстановки рядов (8. 28) в левые части уравнении (8.21),
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(8.22), (8.24) или (8.23) при #=0 и с учетом формулы (8.25),
которые не будут, конечно, тождественными нулями, но кото-
рые должны быть ортогональны ко всем представляющим
функциям (#=0, 1, 2, ..., й) в промежутке (0, 1), т. е. должны
удовлетворять условиям:

1 1

[ Ф»уч:ав==0, — [ Фо,фуа5 —0
0 - 0 .

1 1

| Фх,No; ав =0, | Фу,No а5 =0. (8.30)
0 ` ` 0

Всего условий (8.30) будет (4т--1) (я+1), т. е. уравнения.
(8.29) оказываются как будто лишними; так как число усло-
вий (8.30) равно числу неизвестных коэффициентов. Но если
определить эти коэффициенты только из условий (8.30),
краевые условия (8.29) заведомо не будут выполнены. По-
этому нужно требовать ортогональности ФР,, Фо,, ФХ ‚ Фу
не ко всем ип-+1, лишь к первым п представляющим функ-
циям (8.27), т. е. полагать в (8.30) #=0, 1, 2, ..., п — 1. Тогда
(4т--1)п уравнений (8.30) и 4т-+-1 уравнений (8.29) обра-
зуют систему с числом уравнении равным числу неизвестных
коэффициентов.

Развернутая форма уравнении (8.30) очень громоздка, И
мы не будем ее здесь приводить. Заметим лишь, что это бу-
дут квадратные уравнения с коэффициентами при неизвест-

1 - 1

‚ных типа [Ъдф‚фі й$ или ] УАР ур, @5 и Т. д.
. 0

. Рассмотрим кратко процесс решения системы квадратных
или вообще любых нелинейных (алгебраических или транс-
цендентных уравнений)

П(б ее› 90 В оо в (8.31)

КОРН@М ‘этой системы НЭ.ЗЫВЗЕТСЯ СОВОКУПНОСТЬ й чисел,
ПОДСТЭ.НОВК& КОТОРЫХ в качестве И .. Й» В уравнения СИ-

стемы обращает эти уравнения в тождества. Отыскание кор-
ней нелинейной системы есть итерационныи ПРОЦССС ПУС’ГЬ.
найдено ПРИбЛИЖСННОС значение какого-либо вещественного
простого корня й1, ..., ;,. Точное значение корня будет

уя;_‘_ 81‚ :‘- +` * 3 у'; _+_ еп‚ ` (8-32)

где вл, ..., ё — Погрешность корня. Подставляя числа (8.32)
в систему (8.31) и разлагая левые части уравнений этой —
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‚› системы в ряд Тейлора, получим

* ` * ‚і д | ж ` | ` ,°
іі(Ё/р ---‚у„)+2'д_у;іі(у1‚ э о.› уп)еіг_{_кішо' 2 =1, |

- Ё =1 .

(8.33)

где Къ — совокупность членов порядков ё? и высших. Если ЭТИ
члены отбросить, то система (8. 33) обратится в линейную
относительно ё4, ..., ё&», ИЗ КОТОрой можно найти приближен—
ные значения поправок, и, вычислив числа (8.32), найти уточ-
ненное значение корня, после чего все операции повторяются

и т. д. Этот способ носит
м’сек Название Ньютона. Обос-

нование способа Ньютона
1000 и доказательство сходи-

мости итераций при до-
800 — статочно широких предпо-

›° ложениях о функциях /
600 которые в нашем случае

всегда - удовлетворяются,

400 имеются в руководствах
по вычислительной мате-

ЗЁЁ“ 200 матике. Для вычисления
интересующего нас корня

2М

87.0

86.8

86.6

864

0 т в п о эг ° системы (8.31) необходи- _
12 16 20 6ч 9

мо иметь исходное при-

Фиг. 5. Расходы (график No )и уровни ближение, хотя бы самое
в створе ГЭС. грубое. Такое приближен-

1— уровни по линейному приближению, 2 — уровни ное `решение может быть
по квадратичному приближению, & — расходы. `

ол получено решением мето-
‚ дом’ Бубнова — Галерки-

на линеаризированных уравнений (7.15) и (7.16) при тех же
краевых условиях. Нетрудно проверить, что при этом полу-
чается точно такая же система линейных уравнений, в какую
вырождается наша система (8.29) и (8.30), если в уравне-
ниях (8.30) отбросить все члены, содержащие степени и про-
изведения неизвестных.

Таким образом решение сводится К выполнению следую-
щих операций:

° 1) вычислению определенных интегралов — коэффициен-
тов уравнений (8.30); ВЕ

2) решению системы уравнений (8.29) и (8.30), сводя-
щихся к последовательности итераций, каждая из которых

‚ требует решения системы линейных уравнений;
3) суммированию рядов (8.28);

‚ 4) суммированию рядов (8.16) и в случае необходимости
° (8.17).
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Для всех цифровых
вычислительных — машщин

имеются стандартные про-

граммы выполнения опе-
`раций такого рода. По-
этому общая программа
решения задачи есть по-

следовательность — стан-
дартных подпрограмм,

объединенных командами
перехода.

Для примера на фиг.
5—7 даются результаты
расчетов — периодического

режима в нижнем бьефе
Горьковской ГЭС, выпол-

› ненные М. Г. Гутсоном
[18] по изложенной выше
теории. В этих расчетах

`было принято т=3, п=2.
`Системы линейных урав-
нений, которые при этом
приходится решать, имеют

39-й порядок.
Заметим, что смеще-

ние графиков уровней при
переходе от — линейного
приближения к квадра-
тичному, особенно замет-

‚ное на фиг. 6, связано
главным образом с тем,
что для — квадратичного

приближения Хо50, что
отмечалось уже выше.

При желании учесть не
только режим будничных
дней, но и воскресный
провал графика нагрузки
можно использовать этот

же метод, но здесь мы
должны считать за период

не сутки, а неделю, что

при заданной точности
аппроксимации потребует,
очевидно, значительно
болышего числа. гармо-
НИК, -

2М @ | м’Усел
90.0 14000

.89.’6 -| 3600

89,2 3200

88,8 2800

884 2400

88,0 2000

87,6 1600

87.2 1200

86,8 800`

86..4 400
86.0 ! !1 [

оО 4 8 2 в 2084

Фиг. 6. Расходы (график No 2) и уровни
в створе ГЭС.

1— уровни по линейному приближению, 2 — уров-
ни по квадратичному приближению после первой
итерации, 8—то же, после второй итерации,

4 — расходы.

2М

87,0

86.6

86.2

85,8

854 -

85.0 ! | л 1
0 4 8 12 16 20 6в4

Фиг. 7. Уровни на расстоянии 25 км от
ГЭС при графике No 2 расхода ГЭС.

1—по линейному приближению, 2—по квадра- -
тичному приближению после первой итерации,
$-— по квадратичному приближению после второй

итерации,
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$ 9. Движение волны паводка

Если в неустановившемся движении речного потока, вызы-
ваемом суточным регулированием на ГЭС, силы инерции мо-
гут играть заметную роль, то на движении паводковой ВволнЫ,'

характеризующемся значительно более медленным измене-
нием уровней и расходов, эти силы практически :не сказы-
ваются и в расчетах паводков их обычно не учитывают. Это
значит, что в уравнении (7.17) следует-отбросить члены,со-
держащие Noо И ш, и что движение паводка описывается сле-

ующеи системой уравнений: .

м6) -- 26(9 и -ЕЬ (5) ° -- 2^ (з)/ш—нь (з)иг_о (9.1) _
› Ё_РЮО(З)Ё"'_Щ(З).”Ё#Од ВЕ (92)

За установившееся движение, от КОТОРОГО отсчитываются
изменения уровней и расходов (см. фиг. 2), мы всегда будем
считать межень, предшествующую паводку.

Каковы бы ни были краевые условия рассматриваемой.за-
дачи (их мы рассмотрим ниже), решение её так же, как и в
$ 8, следует искать в виде рядов по тс коэффициентами за-
ВИСЯЩИМИ От._$, '

й == оФо(Т)+Х1Ф1(Т)+ н. ., и=У0;р0(т)—1д.У1‹р1(т)+...›:('9.3)_
Подставляя эти ряды в (9.1) и (9.2) и применяя метод

'Бубнова— Галеркина, мы придем к системе обыкновенных
дифференциальных уравнений, которая повторным - примене-

нием метода Бубнова——Галериина 'может быть сведена к си-
стеме алгебраических уравнении так же, как это было сде-
лано в $ 8

° Однако можно поступить и иначе, а именно, сразу искать
решение уравнений (9.1) и (9.2) в виде двойных рядов по $

-И т С ПОСТОЯННЫМИ коэффициентами @ь И Ок

й — [доо % (5) -- до1 ), (9) -- . + 1Фо () + ‘ ` о
' -- [1 о о (5 —|—а...1|)‚ (Э+-...]Ф)(3) - ...; (9.4)

и—[доофо(3)+[901ф1 ($) + ]Фо(т)+ : ‚
-- [8, о%% (5) +д11'ф1(3)+ 0--]СР1("7)+ ‚ (9.5)

Здесь о, ф1,-... И Фо Ф1, ... Некоторые полные: системы
функций. Конкретное выражение этих функций для нас пока
безразлично но систему Фо, Ф1. ... будем считать ортонорми-
рованной в промежутке 0 < т < 0. Аппроксимируя й и ц пер-
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выми т членами этих рядов по $ и первыми # членами по х

‘напишем вместо выражении (9.4) и (9.5):

й — 2 2 @ль (3)_ Ф; (),
770 #=0

и= ® 3 оь9 (2) — @6)
Левые части уравнений (9.1) и (9.2) после подстановки в

них Й и ц из (9.6) будут соответственно:
т

01=2 Х а,, [.( ‹›+ч›„‹)]‹р,‹т)+
0 &=0

-- 2,(5) Х) No ььігф/г (5) Ф, Т)+7° (5) {2 Ёа„гфд(з)ср‚-(т)}—{—
#==0 В == О

+Ъ0(8){Ё Ё .афк(З (Ёі ")}Ь,

Х аеф (3) Ф, (*) } {2 Х) оь (3) Ф, (Т)} ) (9*7). `
{== ( В = () #=0 в=0

о, = Х Noа,(©) о-- ЕЬ...ф,г‹з›‹р‚‹тн— —
1=0 & =0

2 2 идф;д Фі(’Г)} (98)
1=0 В =0

иВ З /

+,6| 3 За 600
По методу Бубнова—Галеркина добьемся ортогонально- ̀

сти С, и С, к функции ф»р(т) в промежутке ( < т <6 ик
функции }4а($) в промежутке ( < 5 < 5 (величины @ и $ опре-
деляются из конкретных условий задачи, о чем мы скажем
ниже). Учитывая что система фо, ф ... ортонормирована, по-
лУЧИМ ' : ол и Л

иа ] [ ольенувеоак= ® еа
& =0

+ ] ] [ ̂  (5) [Ь )‘а„щ›„ 5); ‹т)]
о0 #=0 В=0 °

+-М(5) {2 У блкфь (5) 9;( т›] +2›„ (5) [)д У гаг (5) 9; ‹т›]
#е=0 В =0 {==( -& = 0

х [2 У ол (5) , ‹т›] } 9; (5) () ав ат — 0, — (9.9)
{=0 Ё =0
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® —] у02срр т) ф,(5) а5 а‚’т-——Е ЁС,„‚ аь- У Бивоы -
` в =01=0 В ==0

на _[ _[ \1 (5) [Е Еатфіг ($) ; ("7)] х
о0 г=0 #=0

{#=0 & =0

х [2 У а, (5) ‹р;‹т›] Ф‚(5) 4, (5) 4 @х = 0. (9.10)

° Здесь

5 `

— || [^ 5)ч 5) -- (5)] , (5) а,
0 ` .

$° ‚ ‚

В ==2 ! ̂  (5) ; (5) , (5) а,
$ ` .

СЁЧ = _Г ‘“0 (8) фіг (8) Фа (8) 618‚
0 .

; () Ф, (т) а,|
Фь_

‘Ф

$

Ег == | 9% ) , (5) а5.
рО

Для составления систем итерационных уравнений (8.33)
потребуются также выражения производных Ю и [ по
неизвестным коэффициентам:

ді(1)

да Й бр]А„—|— 20 Ё}.&М 17р (Р щаігі— Нщдт)
ф== =

і...

ддЁЁ _6!’}31‹1_*—2‘0 ;)А,цр (Нігщ 2В . "'_М/г!адііг)
— е ы о2

- да; —-—Сіа 1Р+2%Р11Р@Ё10 18› дд„і —бр}Е]д (9.11)
{#=0 В =0
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Здесь ‚

Ека == || ^ (5) ф (5) ; (5) , (5) а,
0 .

Нма — [ › ()» (5) #, () , () 5.

мм— }8 о()» (5) ; (3) Ч, (5) а5,
му— ]В (Э( (

Р, — ] [9, () ®' ‹т›+‹р, 99 ‹р,; (т)ах,
Ока == [ ”1 ) ® (5'...’1 (3)%( ) а8

В формулах (9.11) через бу; обозначен обычный символ
Кронекера (65;==0 при /+Ёр, брр==1). _

Члены, содержащие квадраты и произведения сумм в фор-
мулах (9. 9) и (9.10), можно развернуть и тогда они выра-
зятся через четырехкратные суммы и интегралы типа Ах),
В» И Т. д., не содержащие неизвестных коэффициентов, кото-
рые могут быть вычислены заблаговременно..Но такое пред-
ставление очень. громоздко и неудобно для программиро-
вания задачи. Целесообразнее непосредственно вычислять
двойные ивтегралы, входящие в уравнения (9.9) и (9.10), по
квадратурным формулам для каждой итерации коэффициен-
ТОВ @;; И Ьіь_. о

Зависимости (9.9) — (9.11) — общие для всех задач рас-
пространения паводков. Краевые же условия для каждой за-
дачи индивидуальны. Ниже рассматриваются наиболее ха-
рактерные задачи. `

1. Пусть в створёе х=0 задан гидрограф паводка, а в створе
х=хо река впадает в море. Требуется найти функции Й (5, т)
и #(5, т) для всего участка 0 < х < хо, предполагая, что боко-
вая приточность отсутствует. В данном случае удобно поло-
‘жить =хо (т. е. $=1), а за Т принять время от начала па-
`водка до максимума расхода в начальном створе х=0. За г
можно принять произвольно назначаемую величину, имеющую

‚ порядок ожидаемого максимального подъема уровня на рас-

сматриваемом участке. Краевые условия будут:
й (0, т) = 9 (т), @(, ) =0, ВО (9.1'2)
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где: и(т)—заданная функция времени. Эта функция при до-
статочно больших т (по окончании паводка) равна нулю или,
во ‘всяком случае, близка к нулю. Разумеется‚ тот илИ иной
характер приближения к нулю этой функции при больших т

‚ практически не играет никакой

о- роли для результатов вычисле- _
ний. Но для удобства выкладок

‚ и вычислений целесообразно при-
° нять, что эта функция асимптоти-

т — чески стремится к нулю при т-> 00
(фиг. 8). Тогда ее можно разло-

Фиг. 8. Гидрограф паводка - ЖИиТтЬ в ряд по функциям Лягер-
в НЗЧЗДЬНОМ створе. ра. Это обстоятельство подска-

В зывает, что за систему функций
Фо, Фь, .. также удобно принять функции Лягерра и поло-
жить @=со. Для 0 (т) напишем следующее разложение

® (х) == 0"0% (т)+0‘1ф1 () ...› (9.13)

где коэффициенты оао, щ, ‚.. вычисляются по обычным фор-
мулаМ . '

° е ..

= ] -ъ_‹т› Ф (т) й.
0

_ Если разложения по таппроксимируются первыми п—|—-1 МИ
членами, то вместо (9.13) следует написать

` о()=чаь ()а( .. еа у @18
В качестве системы функций о, 1, ... ВозЬМмем полиномы

Лежандра, но не от 5, а от 25—1. Тогда они в соответствии с
уравнением (7.7) образуют ортонормированную систему в про-
межутке 0 < 5 < 1.

° Из формул (9.6) и (9.14) следует, что для чдовлетворения
краевого условия при 5=0 должно быть:

оо о (0) -- д11 (0)- .. + -ба “ (0) == 0 °
д1офо(0)+ д11"’1(0)+ +д1т`фт(0)*—0‘1›

6е о (0) -- о,1 % (0)-- .. -0а нФ (0) —„ — (@.15)
Краевое- же условие при $=1 будет удовлетворено. пі:›и: |

аоочэо(1)+а...ф;‹1›+ ‚ -- @оп Noа (1) =0
а10ф0(1)+а„ф1(1)—{— +а1т'фт( ) ==0, ›'(9_16)

п0ф0(1)+а’п1ф1(1)+ _""аптфтп)—
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В нашей задаче фигурирует. 2(п-+1) (т--1) неизвестных
коэффициентов а; и б;». Краевые условия дают 2(п-+-1) урав-

-нений ‹ (9.15) и (9.16) для их определения. Остальные
2(п-+.1) (т 1)—2(п+1) =2(пт--т) уравнений дают условия
ортогональности (9.9) и (9.10), в которых следует брать все
комбинации индексов р и 4, содержащиеся в первых л стро-
ках и первых т столбцах следующей таблицы:

00 01... 0 т-1| 0т
10 11..2 ° 1, т м

п—1‚-0 й — 1, 1 ... й —1, т —1 п—1‚_т
п, 0 ’п_‚17... п, т —1 п, т

и еще п любых комбинаций из п-+1-й (последней) строки и
т--1-го (последнего) столбца. Наилучшие результаты полу-
чаются, по-видимому, если брать комбинации в начале л- 1-й
строки и в начале т -- 1-го столбца.

` В качестве исходного приближения здесь так же, как и в
$ 8, можно взять коэффициенты а; И б;в‚ отвечающие линей-
ной идеализации. Они определяются по уравнениям (9.15),
(9.16) и (9.9), (9.10), в которых надлежит отбросить все чле-
ны, содержащие степени и произведения сумм.

‚Пусть а; и б;» — значёния неизвестных коэффициентов В
суммах (9.6) после некоторого приближения, а Ла и Аб;» —
поправки, которые нужно добавить соответственно К этим зна-
чениям, чтобы получить следующее приближение. Эти по-
правки определяются: в общем виде по уравнениям -(8.33).
Е[оследние „уравнения, отвечающие уравнениям (9.15) и (9.16),

удут: - `

ЁЕОАЬ„А›„ (0) =0, 7==0, 1,..., л, (9.17)

„ЕОА“"’*Ф”(”:О’ в==0, 1, .. & — (9.18)

‚ а отвечающие уравнениям (9.9) и (9.10), бу_дутЁ
е оу) ;° | ВЕ‹г)_д__ЕЕ( ®° Ла „_1[_ дд"Ад ) 0, г==1, 2.° (9.19)

7=0 1=0

Здесь комбинации индексов р и д берутся в соответствии —
со сказанным выше. С учетом формул (9.11) уравнения (9.19)

6 Зак. 946 . 81



могут быть представлены так:

Га +]ё] !;0 { [ Р/ 1‹1"' 2 2 М (Рыабль Ніащдиг)] Аа]‚+
+ [%Віи +а ‚23:10 М и» (Ниаёль —- М‚щіэ„)] А } =0, ‹9.20)

п от П т ` .-- ё ;} {[Сшрір'і_;(] к‚;о Р ііротааііг] Аа л-- б„ А, } О.
о (9.21)

2. Пусть по-прежнему в створе х=0 задан гидрограф па-
водка и нас интересует прохождение паводка на некотором

` участке (0 < х < хо, причем характеристики русла имеются от
створа х=0 до створа х > хо, за которым река простирается
еще на достаточно большое расстояние. В этом случае имею-

щаяся - информация, строго
4 ‚ говоря, недостаточна для ре-

шения задачи.

Однако можно восполь-
зоваться тем, что если ,

значительно (в 1,5—2 раза)
превосходит хо, Тто характе-

ристики русла при х>х, не
могут заметно влиять на те-

В чение в пределах участка
Фиг. 9. Простейшая речная система. — () < х < Х, ес_дИ‚ конечно,

нет оснований считать, что

они очень сильно отличаются от характеристик в пределах

0 < х< х,, например, создают большой подпор вследствие
резкого сужения русла при х >> х,. Исключая из рассмотрения
эти необычные случаи, примем, что при х >> х, русло призма-
тическое и имеет такие же характеристики, как в створе х = Х.

Далее, если река простирается достаточно далеко за створом
х= 1, то ее можно.считать бесконечно длинной. Но при х->со
должно быть ЙЛ —> (, так как на бесконечной длине паводок
должен полностью распластаться. Здесь можно принять / == Хо,
рассматривать течение на участке () < $ < со, Т. е. полагать
5 =со, а в качестве представляющих функций фо‚ 1, „.. ВЗЯТЬ
функции Лягерра. Тогда краевое условие при 5= со будет вы-
полнено при любых значениях коэффициентов @; И Б;, ибо

- все функции Лягерра стремятся к нулю при бесконечном воз-
‚› растании их аргумента. Поэтому данная задача сводится К

предыдущей с той лишь разницей, что функции о, 1, ...
здесь иные и не будет уравнений (9.16), а значит и второй

‚группы уравнений (9.17) и (9 18), следовательно, будет соот»
ветственно.больше уравнении (9.19). .
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- 8. Рассмотрим речную систему, представленную на`фиг. 9.
Пусть гидрографы паводков для створов А и В заданы
(фиг. 10), требуется изучить прохождение паводка на участ-
ках АС, ВС, СО. Величины, относящиеся к этим участкам,
обозначим соответственно индексами (’) (”), (”’)

В данном случае удобно принять ‘20, &) И 20 одинаковыми
и равными некоторой величине го; время 1’, Т”, Т’” одинако-

' / йвыми и равными 7 ==-) (Т, + Г,), а расходы ©; ©) О0 рав-
ными соответствующим расходам начального установивше-
гося режима @’(0), ©0”(0), О’”(0) = ©’(0) + @” (0). За 1/, 1/”,

4, 98

— 7,

у40
4

Ц‹о›
ё

Фиг. 10. Гидрографы паводка в начальных
створах простейшей речной системы.

1/” примем длины участков АС, АВ и СР, а расстояния бу- -
дем отмерять вниз от начальных створов.

Краевые условия будут следующие:
для створов А и В

«' (0, ) == 9(9 #'(0, —0( — (9.29)
где 0’и 0” —- заданные функции времени

для точки слияния С

Ва’ (1, Т)-Ні—— )и”(і› Т)=ёё”’(0› т),
к (1, т)= 1 (1, ) = # (0, ), — (9.23)

где В == 0)/00; В
для устья 0 | `

| й” (1, т) ==0. (9.24)

Положим, в соответствии с формулой (9.6),

Няёо ;еЕО зе\Р (3/)(91("7)" | ‚ @5)
Х Жь б ($”) Ф, (т).
1=0 &в=0

Н



Аналогичные выражения будут и для й”, и”, &’”, и’’. Как `
и в случае 1, за функции фо, ф1, . .. примем функции Лягерра
а за функции \%о, Чи, ...— полиномы Лежандра. Функции @'
и о” представим в соответствии с формулой (9.14) в виде::

° (Э= Х ез0, «' <1'‚4>`= 3 «19,9. — @. 6) _
‚ Как ив случае 1, из краевых условий получаются слеДуЮ—

щие уравнения

‚ё„дё‚гф‚д (0 — Ё_Од;’дф„ () = «;, — (9.27)

Ёо{ ег --( — Р) 0] , (1) — о, (0)} 0, — (9.28)
ЁО [2к®, (1) — о1, (0)] |ЁО [атеФь (1) — а$. (0)] =0,

(9.29).

2 оаф (1) == 0 | (9.30)
в которых {==0, 1, й.

Таким образом краевые условия дают 6(п+1) уравнений
для определения 6(п+1) (т2+-1) неизвестных коэффициентов.

Недостающие уравнения не-
| о1 | ‘‚ ° обходимо получить из урав-

е нений (9.9) и (9.10), кото-
© рые следует написать для

' \No ® `участков АС, ВС и СР. Для
' В каждого участка возможны

Фиг. 11. Речная система с замкнутым 2(п--1) (т+1) - комбинаций
контуром. индексов р и д, причем из

них, как и в случае 1, нужно
° взять только 2 (лт--т) комбинаций, в соответствии с тем, что
‚› было сказано по поводу таблицы, приведенной на стр. 81.

Уравнения для поправок составляются так же, как и в ‚ слу-
чае 1. °

4. Рассмотрим - речную систему с замкнутым - контуром
(фиг. 1!), что может встретиться, например, в дельтовых ча-
стях рек. Гидрограф паводка задан в ‚створе , перед точкой
разветвления 4.

Сохраним обозначения предыдущего случая 83. В точках
С и Р краевые условия будут такие же;: как в случае 3, т. е.
мы получим уравнения (9.28), (9.29), (9.30). Напишем крае-
вые условия в точке А: ' :

Ва (0, т)--(1 — В) & (0 т) == 9(5 — No'(0, т) == #' (0, т). (9.31)
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ОНИ ДаДУ‘Т уравнения:

2Ма —к 000 Деь —) —
(9.32)

Как видим, этот случаи отличается от предыдущего только
тем, что 2(л+1) уравнений (9.27) нужно заменить 2(1 1)
уравнениями (9.32).

5. Четыре рассмотренные задачи имели между собой то
общее, что краевые условия во всех этих случаях были ли-
нейны. Нелинейные краевые условия создают определенную
специфику. Примером задачи с нелинейным краевым. усло-
вием может служить задача о трансформации паводка водо- ›
хранилищем.

° .Мы будем предполагать, что водохранилище имеет вытя*
нутую форму и что к нему применима одномерная модель
течения. Вода из водохранилища пропускается через турбины`
ГЭС и водосбросы плотины, при этом расход воды, поступаю-
щей в нижний бьеф плотины, есть функция отметки уровня
перёд плотиной и времени. Зависимость этого расхода от вре-
мени связана с режимом наполнения водохранилища, в про-

цессе которого могут изменяться нагрузка ГЭС (от значения,-
обеспечиваемого транзитным пропуском меженного расхода,
до значения, определяемого ограничениями по турбинам И
генераторам) и открытие щитов плотины. Не вдаваясь в дета-
ли чисто энергетической задачи построения этой зависимости,

`будем считать, что она так или иначе задана. Рассматривае-
мый случай совпадает со случаем 1 во всем, кроме того, что
в створе $=1 река не впадает в море, а перегорожена плоти-
ной, в соответствии с чем краевое условие в этом створе есть

не второе условие ( (9.12), а условие °
Ф[т, @(1; т), &(1, ) = 0. — (9.33).

Заметим, что функция ® не будет гладкой при некоторых
значениях своих аргументов. Например, она имеет излом при
значении й (1, т), соответствующем положению, при котором
уровень воды достигнет гребня водослива плотины. Мы же
будем предполагать, что фактическая функция Ф может быть
заменена гладкой функцией при всех возможных значениях
своих аргументов так, что при этом получается хорощая
аппроксимация Ф. Поэтому обращаться с функцией Ф® мы бу-

‘дем как с функцией, гладкой по обоим аргументам д и Й.
Обозначим через результат подстановки и и Й из фор-

эмул (9.6) в (9.33) |
т

ш=Ф{т‚ ® 3 5ь () 9 () 2 Еа„гф‚дш‹р‚‹т›} (9.34)
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Величина \ не может быть тождественно равна нулю, ибо
ряды (9.6) это не точное решение рассматриваемой задачи и
поэтому выражение (9.34) само по себе никаких уравнений не
дает. Чтобы получить из этого выражения уравнения, связы-
вающие коэффициенты а;» И б;ь, используем все ту же идею
метода Бубнова — Галеркина и потребуем ортогональности
выражения (9.34) к представляющим функциям Фо, .. .› Фп.
В результате получим

| .[Ф]т‚ 2 ЬЬ‚ЁФЬП ) Ф; (т), 2 2&,„%(1)‹1›‚(1')}›@›] (т)ат==0,

(9.35)

где /=0, 1, ..., п. Чтобы получить систему уравнений, опре-
деляющих коэффициенты а;» и В, в рассматриваемой задаче,
нужно в системе для случая 1 заменить л+ 1 уравнений (9.16)
и-+1 уравнениями (9.35). Все-же остальные уравнения оста-
нутся без изменения. Составить по уравнениям (9.35) уравне-
ния, отвечающие уравнению (8.33), вместо второй группы
уравнений (9.18) не представляет затруднений. Останавли-
ваться на этой операции мы не будем. `

Следует заметить, что, как лёгко проверить, уравнения,
получаемые из линейных краевых условий, также могут рас-
сматриваться как результат применения идеи метода Буб-
нова — Галеркина, которая, таким образом, оказывается уни-
версальной.

Если краевое условие (9.33) разрешимо в явной форме:-
относительно и, т. е. если оно имеет вид

и(1 т)—х[т, & (1, *

то удобно использовать второй вариант метода Бубнова——
Галеркина. Для этого достаточно положить

й ($, )—го(т)—{-{х[т, й (1, <)] — 9 (т)} 5 -- @ (5, т),

тогда краевые условия будут _
| @ (0, т) = @ (1, ) =0

В качестве системы функциій % здесь можно принять
% ==1, Ф;==$, фо==$(1 — $),..., ф, == 5*-1(1 — $)*-1,...

и приравнять нулю коэффициенты в; И и (в противном слу+
чае краевые условия удовлетворяться не будут). _

В случае 1 было принято, Й ($, 0) = Л (5, со) = 0. В данном
случае Й ($, 0) = 0, а вообще говоря,' п(з со) =& 0. Поэтому
представление системы Фо, Ф1, ... Системой функций Лягерра
здесь в общем случае невозможно. Но следует иметь в виду,
что практический интерес представляет в данной задаче
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только тот промежуток времени то, в течениё которого й (1, т)
достигает максимума. Поэтому достаточно выбрать промежу-
ток интегрирования по @ так, чтобы было заведомо 0 22 то, НО
чтобы @ не на много превышало то. Тогда функции Фо, Ф1, ..
достаточно выбрать такими, чтобы они давали хорошую ап-
проксимацию в промежутке 0 < т< 0, поведение же их при
х —> со не играет никакой роли.

Из рассмотренных примеров видно, что метод Бубнова—
Галеркина как средство решения задач неустановившегося

‚ движения обладает большой гибкостью и позволяет сВводитТьЬ
составление уравнений для сложных случаев к выполнению
нескольких совершенно стандартных операций.

В заключение данной главы необходимо сказать несколько
слов о вероятностном аспекте задачи о движении паводка.

Задавать гидрограф паводка детерминистически, как это име-
лось в виду всюду выше, строго говоря, можно только тогда,

когда речь идет о прошлом, т. ©. когда нужно восстановить

картину паводка.по наблюдениям в одном ‚створе или (в слу-
чае речной системы) в нескольких. Для прогнозов на будущее
детерминистическая постановка означает схематизацию за-

‚ дачи: гидрограф паводка есть случайная функция времени и
нужно ставить вопрос не о том, каков будет этот гидрограф

‚ (или ход уровней) в ниже лежащих створах, если он изве-.
стен. для какого-то вышележащего створа, а о том, каковы

‘будут вероятностные характеристики потока, если извёстны
его вероятностные характеристики в начальном створе. Под
вероятностными характеристиками потока подразумеваются

функции распределения вероятностей расходов и уровнеи ИЛИ
их статистические моменты.

В вероятностном случае гидрограф во входном створе
также может быть задан разложением (9.13), но коэффи-
циенты о, бч, ... Этого разложения будут теперь не опреде-
ленными числами, а случайными. Совместное распределение

вероятностей этих случайных величин будет зависеть от вы-
бора представляющих (не случайных) функций фФо Ф1, .
(в вероятностных задачах эти функции называют координат-
ными функциями), который может быть сделан бесчисленным
множеством способов, даже если наложить требование, что-
бы случайные величины ), ом, ... были не коррелированы.
Представляющие функции однозначно определяются только. в
случае, если потребовать, чтобы случайные величины б%, 4, .. .
были стохастически независимы в совокупности, т. е. чтобы их
совместная функция распределения вероятностей была произ-
ведением функций распределения этих величин, вЗятых в оТ-
дельности. Такой выбор координатных функций Наиболее удо-
бен для вычислений, но он не необходим принципиально. Прин-
ципиально необходимо лишь знать совместную функцию
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распределения вероятностей случайных величин о, бл, .. -- п
в представлении (9.14). Построение этой функции есть задача,
которая сама по себе достаточно сложна. Но большие трудности
заключаются также и в том, чтобы по этой функции, разло-
жению (9 14), уравнению течения и краевым условиям при
х=хо найти функции распределения вероятностей паводко-
вых расходов (или уровней) для произвольного створа в
промежутке О < х<х, или статистические моменты эЭтих
расходов. На основе метода Бубнова — Галеркина можно по-
лучить уравнения для этих моментов. Однако задача может
быть решена также методом Монте-Карло, хотя в вычисли-
тельном отношении это решение неудобно тем, что требует
очень больших затрат машинного времени. Суть его состоит
в том, что по разложению (9.14) и функции распределения
вероятностей случайного вектора {осо‚оц, ‚.. @л) можно разы-
грать большое количество реализаций гидрографа паводка в
начальном створе, а затем произвести расчет движения па-
водка для каждой из этих реализаций, например, так, как эте
было изложено для разных случаев выше. Это дает ансамбль
реализаций паводка для любого створа 0 < х < х.. Статисти-
ческой обработкой этого ансамбля можно получить любые
вероятностные характеристики паводка для всех створов в

указанном интервале. Однако не следует, конечно, стремиться
к тому, чтобы строить функции распределения вероятностей
паводковых расходов непосредственно по результатам расче-

тов: необходимое для этого количество расчетов по различ-
ным реализациям начального гидрографа требует совершенно
нереального машинного времени. Количество таких расчетов
нужно ограничить числом, необходимым для вычисления па-
раметров искомой функции распределения вероятностей, ана-
литическое выражение которой должно быть принято из тех
или иных соображений, как обычно для гидрологии,



ГЛАВА 1

НЕКОТОРЫЕ ОБРАТНЫЕ ЗАДАЧИ

ё 10. Общие замечания
Обратными задачами называются те, которые заключают-

ся в` получении информации по причинам и следствиям, поро-
ждаемым` этими причивами. Понятие ‘обратной задачи чисто
физическое. В математике оно имеет только относительный
смысл. : Например, операции дифференцирования и интегри-
рования обратны одна по отношению к другой, но на вопрос
о-том, которая из них обратна в абсолютном значении, нельзя
дать содержательный ответ.

‚ Обратные задачи распространены в самых разнообразных .
областях науки и практики гораздо шире, чем это принято
думать. Древнейшей обратной задачей является, по-видимому,
медицинская диагностика. Весьма рельефным примером об-

‚ратной задачи может служить теория внутреннего строения
звезд, выясняющая это строение (т. е. причину) по единствен-
ному его следствию, доступному наблюдению — по излучению
звезд. Уже эти примеры говорят о том, что постановка обрат-
ных задач есть результат естественных запросов, а не каких-
либо искусственных построений. Этим и объясняется то вни-
мание, которое уделяется в последние годы математическим
проблемам, связанным с обратными задачами.

°° В интересующей нас области (учении о реках) прямые за-
дачи, рассматривавшиеся в предыдущей. главе, определяются
как задачи, в которых нужно найти следствие — решение
уравнений неустановившегося движения по порождающим его
причинам, т. ©. по краевым и начальным условиям или усло-

‚ виям’ периодичности, заменяющим начальные условия. Все
остальные задачи относятся к категории обратных. Характер-.
ный признак любой обратной задачи заключается в том, что
в ней предполагается заданной та или иная (не обязательно
И"счерПЬ[ВаЮЩ`аЯ) информация о решении уравнений неустано‹
вившегося движения, в частности, в виде ограничении КоТо:
рым это решение удовлетворяет, `
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Особенностями обратных задач, которые всегда следует
иметь в виду, являются два слёдующих обстоятельства.

1. Из существования решения прямой задачи не вытекает
существование решения соответствующей обратной задачи.
В частности, если заданы физически мыслимые начальные и
краевые условия, то соответствующее решение уравнений не-
установившегося движения всегда может быть найдено, но
обратное утверждение несправедливо: далеко не для всяких
функций х и #, рассматриваемых как решение уравнений не-
установившегося движения, можно найти краевые условия,
даже если эти функции непрерывны и имеют непрерывные
производные всех порядков, в том числе смешанные. Это ясно
из того, что далеко не всякая физически мыслимая форма
кривой свободной поверхности потока осуществима путем воз-
действия на поток в тех его створах, в которых задаются
краевые условия. ›

2. Большинство обратных задач суть задачи некорректные,
т. ©. такие, в которых сколь угодно малые изменения началь-

ных данных могут повлечь за собой немалые изменения ре-
зультатов решения задачи. Рассмотрим следующую обратную
задачу: по заданному решению уравнений неустановившеёгося
движения (например, полученному экспериментально, путем
замеров) и заданным краевым условиям требуется найти
коэффициенты уравнений движения, т. е. морфометрические

`и гидрометрические характеристики русла. В решении соот-
ветствующей прямой задачи резко колеблющиеся по длине
русла морфометрические характеристики сглаживаются и
осредняются, причем результаты расчета неустановившегося

движения практически не зависят от деталей этого сглажива-

ния и осреднения (по крайней мере в достаточно широких
пределах), т. е. оказываются почти одинаковыми при доста-
точно большой разнице в локальных особенностях характери-

. стик русла. Иными. словами, большой разнице в характери-
стиках русла соответствуют очень малые изменения в реше-
ниях уравнений движения и, наоборот, малым изменениям
исходных данных, т. е. решений уравнений движения, соответ-
ствуют немалые изменения искомых характеристик. Некор-
ректные задачи приобретают смысл, если их решение подчи-
нено некоторым дополнительным требованиям, вытекающим
не из. самой задачи, а привносимым извне, например, выводи-

`мым из тех или иных соображений о цели, с которой будет
использоваться решение задачи. Подробнее об этом будет ска-
зано в $ 12. В _

В гидрологии изучение обратных задач сейчас только -на-
чинается и то, что будет изложено в данной главе следует
рассматривать отнюдь не как развитую теорию обратных зач
дач, а лищь как самые первые шаги в этой области,
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$ 11. Оптимизационная задача и график попусков,
обеспечивающий непревышение заданных пределов

колебаний уровня в русле ниже водохранилища

В различных случаях суточного и недёльного регулирова-
ния’речного стока приходится выяснять, какой график по-
пусков из водохранилища следует принять, если требуется,
чтобы колебания уровня воды в реке ниже водохранилища
происходили в заданных пределах. Иными словами, по огра-
ничениям, которым должно удовлетворять решение уравнений

неустановившегося движения, нужно найти ограничения, ка-
кие следует наложить на краевые условия.

На практике эта задача решается в настоящее время пу-
тем проб. Этот способ дает, конечно, правильные, но нё исчер-
пывающие результаты: найдя тот или иной график попуска,

©

-
Стёв

ор 
ГЭС

0 ‘ х

Фиг. 12. Линии ограничения колебании уровня в нижнем
бьефе Г

удовлетворяющий. требуемым ограничениям, нельзя утвер-
ждать, что нё существует другого графика, который удовле-
творяя тем же ограничениям, является более совершенным с
точки зрения той цёли, с которой предпринимается попуск.
Полное математическое решение данной задачи встречает
очень серьезные трудности. Единственный способ их. преодо-`
ления, который может считаться реальным в настоящее время,
состоит в том, чтобы поставить задачу в оптимизационном
аспекте и использовать метод штрафных функций. |

Будем иметь в виду суточное регулирование стока водо-
хранилищем ГЭС, которая работает параллельно с тепловыми.
электростанциями. Необходимо найти такой график нагрузки
ГЭС, чтобы были выполнены следующие требования: —

1) количество воды, пропущенной за время Т (наприиер‚`
за сутки) через турбины ГЭС, должно быть равно заданной
величине \;

2) колебания уровня нижнего бъефа не должны выходить
за пределы полосы, ограниченной кривыми / и 2 на фиг. 12;
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3) при соблюдении первых двух условий ГЭС и тепловые
станции должны: покрыть суммарный график нагрузки энер-
гетической системы с минимальными затратами денежных
средств на топливо для тепловых электростанций (потери
энергии в электрических сетях в данной.: работе естественно,
не учитываются).

Первое из этих требований записывается так:

Ёо+Т

[ @0. дае= м, о@1

где © (0, ) — расход в створе ГЭС при х==0. Третье требова-
ние математически формулируется следующим образом. Стои-
мость В топлива, расходуемого тепловыми станциями в еди-
ницу времени, есть функция ` суммарной нагрузки Р ̀этих
станций (предполагается, что нагрузка Р распределяется ме-
жду тепловыми станциями наивыгоднейшим образом) т. ©.
В=В(Р). Нагрузка Р есть разность между нагрузкой систе-
мы 5(2 и нагрузкой ГЭС МNo, которая определяется характе-
ристИкой ГЭС как функция расхода ГЭС © (0, #) и ее напора
Н = а — 2 (0, ), где а — отметка уровня верхнего бьефа ГЭС,
отсчитываемая от того же уровня, от которого отсчитывается

7 (0, ). .
. Таким образом, . _ к

о В= В{ — М[0(0, г)‚ @— 2 (0, і)]} —. (11.2)

и третье требование записывается так:
|во Т

[ {8(1‚‘)—1\/[@(0‚ г) а— 2(0, )) & = пп (11.)
%

Чтобы не отвлекаться в сторону вопросов, не имеющих:
прямого отношения к неустановившемуся движению в речном

русле, будем предполагать, что ГЭС имеет водохранилище,
допускающее не только суточное или. недельное, но и. сезон-
ное или многолетнее регулирование.речного: стока и. что по-
этому в пределах тех промежутков времени, какие.приходится
рассматривать при суточном регулировании, можно прене-
бречь изменениями наполнения водохранилища и: считать'
а=сопз!.

‚Обратимся теперь ко второму требованию. Пусть АВ. на
фиг. 12 есть свободная поверхность потока при . установив-

` шемся режиме с расходом О, от которой отсчитываются;
уровни 2 неустановившегося режима. - Обозначим через @;
разности ординат кривои 1 и линиИ, АВ а через з разности
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ординат кривой АВ и линии 2. Линия 8 есть линия средних
уровней между линиями / и 2. Легко проверить, что

2шц=%щиьNoNoщ+Шмц

Метод штрафных функций заключается в том, что откло-
нение уровня воды в русле_в любую сторону от линии 8 рас-
сматривается как денежный ущерб (штраф), выражающийся
штрафной функцией К, равной ущербу в единицу времени в
результате отклонения @ от нуля на единице длины. Эту функ-
цию можно принять, например, в виде `

Ю— Е{ш ‚ 9е }2—" = Е0 (0)-- о() 2 (х, * — (11.4)

где Е=сопе{, х — достаточно большое натуральное число,

® (х) — ®, (х)

)— — егр Ре ()о6 -

@2(9 — о) Ре, ( °
'Нетрудно видеть, что при таком выборе штрафной функ-

ции ущерб будет незначительным, пока свободная поверх-
ность потока находится в пределах полосы’ между кривыми
Ли 2, и будет резко возрастать с выходом свободной поверх-
ности из этой полосы. При х -> со ущерб будет равен нулю в.
полосе между кривыми / и 2 и будет возрастать до бесконеч-
ности при пересечении этих кривых кривою свободной поверх-
ности. Суммарный ущерб за время Т на участке: реки дли-
ной ,, для которого заДаны краевые условия, будет равен

‚ ВО ` 6+Т О1

| ‚ | і{ Оіда‚'хаг‚‘.

ОчеВИДно что если мы найдем ‚такую функцию @(0 1‘
которая будет обеспечиватъ выполнение требования

%7 -

& - .
197 1

Ан. -|—]‘ а. .[ Н[х‚ 2(.›6‚ ё) а!.›с——ппп‚ ‹ (11 5)_
%
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а затем в полученном решении перейдем к пределу при х->со,
то мы придем к решению поставленной задачи: кривая сво-
бодной поверхности при. неустановившемся движении нигде..
не будет выходить за пределы полосы между кривыми /Г и 2
(в противном случае фиктивные издержки возрастут до бес-
конечности) и при этом будет выполнено условие (11.3).

Условие (11.5) заменяет краевое условие при х= 0 ля
системы уравнений (1.23) и (1.25). Краевое условие при
х=!. имеет вид '

‚ е г 20 10 (11.6)

что охватывает и условия при х= !, фигурировавшие в гл. 1Н.
Рассматриваемая задача есть частный случай общей за-

дачи минимизации интеграла

6+Т

| \7 — ]. ЕТё, @ (0, і) 0(0 !)]—{—!К[х‚т(х‚!)]ах}м# (11.7)

когда функции и=и(х, @) и о=0(х, #) подчинены уравнениям
в частных производных:

°° ди — ди ° д0 — до . °9(^ и о) ор) ®) оу’ а) = 0. (11:8)
ди ди д0 д0 :ф(х‚ 6 й, Эк) ар) 9. ) д:) =0° (11.9)

и условиям

%о+7 _ ‘

и(0, Эаё= И, Ци (1, В, 9(15 ] =0. — (11.10)
%

При этом предполагается, что функции Ё, ф, , 7 удовле-
творяют требуемым дальнейшими построениями условиям

‚ гладкости. В отношении Ё эти требования сводятся к суще-
ствованию частных производных по и (0, #) и о (0, 2). Характе-
ристики электростанций имеют изломы и разрывы, поэтому в
рассматриваемой нами задаче Ё не есть, строго говоря, глад-
кая функция. Но, как известно из энергетической литературы,
эту трудность можно обойти, спрямляя определенным обра-
зом графики производных вблизи указанных особенностей.
Этот прием является хотя и приближенным, но совершенно
строгим. Принимая его, мы в дальнейшем будем обращаться
с Ё как с функцией, имеющей производные при всех и (0, ) и
о (0, #).
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‚ Разобьем интервал (0,/1) на л равных частей и заменим
уравнение (11.8) соответствуюшим ему уравнением в конеч-
ных разностях по х

жр Е Ха ш-р ощщнЬ 1 (‘ші 4и-{ 5 ›_Ёз 5 _+ )’Ф — ® ах В @ аЁ
о; рн ©р 91 і(‹і‘щ 610»'_1)}___ ‹

2 ° хр хр ” 2А @ ЕЛа =0, (11.1))
‚ / ‚ —

где _ › Хр бр (7== 1, ..., й),

и = и(ху ), ©; == 9 (хо ).

Аналогичную операцию можно проделать и с уравнением
(11.9), а интеграл по х в формуле (11.7) можно аппроксими-
ровать конечной суммой, и тогда рассматриваемая задача
сведется к обычной вариационной задаче с неголономными

‚ связями. В этом случае условный экстремум функционала \
достигается на тех же кривых, что и безусловный экстремум
потенциала

% Т

с= ] В, @,

где

Е _1:;([ йо Юо)‘і'_ьд()“_і_х‘—] ’› Щ+Щ_1)Х
2=1

х (— л-) -В( ® +2(х —)
й=1

+)„(х хи-)бф;-НЗо | (119)

а Л, [3 (к-Ха)пь (хт-—хі_ )ёт—неопределенные множители .
Лагранжа, зависящие, вообще говоря, от #

Чтобы получить решение первоначальной задачи, нужно
в формуле (11.12) перейти к пределу при л —> со. Таким обра-
зом, дело сводится к отысканию безусловного экстремума
функционала

4+7

у — [ Фа,
#

Р
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где

Ф = Ит Р, == Р& и (0, і) © (0, ] --
п—›оо

4

—|—] Ю|х, @(х‚ © ах -- Ма (0, )- 'я

ЧВа @ в) 9(5 )- [ п(х, і)ср(х‚ А аь ,

д до\ „.. обрх Ю оЕ, Т;’)ах+[г;(х‚-‹;)><
0 .

д д ° д до\ „21Хф( 6 , Это р ©) —д;і');іх.. ‚ (11.13)
Найдем первую вариацию этого функционала. Если вариа-

ции и и о суть 6и и б0, то с точностью до малых высших по-
рядков будем иметь (их‚ иь, к, О: — частные производные От и
иопохиг)

% +

ми [ |(3е+-3) в © 9
Ёо

-- ®° б9 (0, г)+ь[дг да (1, --& 69 (5, |\ а--
67 ох п+Т о1

-'1-_[ [‘Ё—Ёбшхан—[ [ (& би+дф ба -)

— аб -Е 60 - д“’ б0, + дт›,)ахш+
о+ О&
' ду дтр д$ в"А _[ _[С( би+ бих`+' ди, би‘і+
,Ёо 0 -

-|- дщ— д„ до, + д“’ д‹э‚)ахш (1. 14)

Освободимся от вариаций производных бих и т. Д. Имеем

%

!О+Т Ь т ЙО

! [цдф ди а‚'ха‚'і_;[ ш!п% -%%%с!х:_

` і„+Т ' '

— [ Щ{(б...}{;_‘і)хы (бип дих) _—_[би (п ди; )ах

%6



Остальные члены формулы (11.14) преобразуются совер-
шенно аналогично. В результате получим

°Ъ"’**=[Г“*{[%Ё-+?**(Ч—дф—+ё—‘1"’—)х„„]><
° кое@ он [ (пое оа) х

х 69 (0, г)+[в + (пас ба |6а(, ОН
+ [65о -(а ба 990 )

Г

—{—}а'х{(] Эи +ё5;{)[=і Т-би(х‚ о-- Т) —
6 о+

( ЗЫ )=:„би(х’ &)

+( 'до, +ёдш) 76‘0("?’‚!0_!„7“)_{= +

— (пои б о6е ) --

+] [вецрй—2(оё) - (8)-
ой— 2)-202)нди х

+[т‘——'д%(тт %Ёр:)—%(“ )+
+ —а (с о) — (_‹:'%)ЦГ%Ё]М}. (11.15)

до;

Рассмотрим два случая. -
1. Задача с начальными условиями, т. ©. с заданными

функциями и(х, ) и 9(х, %). В этом случае би(х, #) =
= 00 (х, ю) =0 и условия реализации экстремума функционала
\ „, Т. ©. удовлетворения равенства б\У...——О заключаются в
удовлетворении дифференциальных. уравнении

дФ _ д дф д дфЭи ох (“БЁ‚‚')—БГ(“ Щ)“*‘
В +ё———-—'——дд;(ёд—д„`і’;)—-ді‚( 5) ==0, (11.16)

иннд02) ой)
63 —аа (ва)— @ с о) =0 (11 17)

и краевых условий:
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а) при х=0
дЕ дф др _ д де » д% _ ле
да НАа — бди, —0 оо — “до; — боо‚ —0 (11.18))

) при х—Ь | |

Нн, воу НН лоа Нбощ —0 (1.19) _
или после исключения множителя В, который не входит ни в
какие условия и уравнения кроме (11. 19)

Я (пон е 9 (па е р), ‹11-20>
в) при і—ъ‘о—і—Т

э Неи —0 па Н 0. (11.21)
2. Задача с условиями периодичности и (х, 1‚‘„) =и(х, No--Т),

о (х,No) =0(х, Ю+Т). В этом случае 6и(х, No) = би(х, ю+ Г),
`60 (х, #) = 60 (х, + Т), условия реализации экстремума Й а
‚заключаются также в удовлетворении уравнений (11.16) и

(1!. 17) и краевых условий (11.18) и (11.20), но вместо усло- _
вий (11.21) теперь будут условия:

( ди‚+с’ди,) _( дщ_'_с’ди‚)‚ оТ
па йннд“! д’Оі {=(о+Т

° — Если функции ф и % периодичны по ёс периодом Т (или,
в частности, не зависят явно от {)— а задача с условиями
периодичности корректна только в этом случае,— то эти усло-

вия выполняются автоматически как следствие периодичности
функций п) -и 6 по # с периодом 7,

Вернемся к конкретным условиям рассматриваемои за>
дачи. Из формул (1 23) (1.25) имеем:

00 ,1 00 , д2 _вн —Па ‘ ае арга — (11.2)Ё |

р нв 0 (11.23)
Так как ограничения, как правило, бывают достаточно

жесткими, т. ©. допускают только достаточно малые колеба-
° ния уровня нижнего бъефа ГЭС (по сравнению с его глуби-

ной), то уравнения (11.22) и (11.23) обычно можно линеари-
зовать. Именно этим случаем мы для простоты и ограни-
чимся, причем будем иметь в виду задачу с условиями перио-
дичности. За О, примем срёдний за период Т расход ГЭС
@о= И/Т, а за линию АВ на фиг. 12 — свободную поверхность
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установившегося режима при расходе ©. Результат линеари-
зации уравнений (11.22) и (11.23) здесь удобно записать не
в безразмерной форме, как -в гл. 1Ш, а в виде:

О К*О) 20 дА0 1 - дА0о д2 — )_2’(‹;›„, 1<„2+г;'"ёх—+д°“дг_+'а'г%°’
‚или, возвращаясь к прежнему обозначению © =О,+ лЛО,

| Ё,‚— 0122 —0 (11.4)
| 89 НВ 68 0. ‘ (11.95)

° Уравнения (11.16) и (11.17) будут соответственно:

ов ат ат @а0(116
д® д6 д .2/ 1‹_0 + от Р Возр уу В( 7)==Г(х, 2), (11.97)

а крёевые условия (11.18) и (11.20) приобретают соответ-
ственно вид: .

а) при х=0

6 — ( — ©) 9 ==0, бр-|- 1 ==0,
где 9=д0 (0, ) /дМ, р=дМ/дН, ь=ав/аР,

6) при х= !1 (функция / принята линейной)

@ == Э5.

Наряду с уравнениями (11.26) и (11.27) и перечисленными
краевыми условиями должны, разумеется, удовлетворяться

условие (11.1), уравнения (11.24) и (11.25), а также условия
периодичности @ (х, No) = О(х, @+ Т), 7 (х, ®) = 7 (х, + Т). По-
следние соответствуют периодическому повторению от суток к

суткам или от недели к неделе одного и того же графика на- _
грузки системы.

Заметим, что как в задаче с начальными условиями, так
и в задаче с условиями периодичности No=соп$!. Нужно отме-
тить, что затруднения в использовании этого решения для

оперативных целей вызываются не только громоздкостью чис-
ленного решения системы уравнений (11.1), (11.2), (11.22),
(11.23), но и трудностью задания начальных условий — мгно-
венного профиля свободной поверхности и мгновенного рас-
пределения расходов по длине бьефа в начальный момент й).
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`Этим еще’более усиливается практическое значение периоди-
ческих решений, не требующих задания начальных условии
по длине бьефа.

`Нереход к пределу при х -> со в формул® (11.4) приводит
к неопределенности в (11.27). Теоретически рассуждая, этот
переход должен быть сделан не в уравнениях задачи, а в их
решении. Однако, поскольку последнее возможно только в
числах, то не остается ничёего другого, как просто принять

для х достаточно большое значение, например, х==4. '
Рассмотрим периодический случай, применяя для этого

метод Бубнова — Галеркина. За @о примем средний за. пе-
риод Т расход ГЭС. Так как средний за период расход оди-
наков во всех створах нижнего -бьефа, то расход © (5, т) в лю-
бом створе может быть представлен двоиным рядом

_ (Ё) 1 —1—2 Е (су» Со$ 2л1т—\—сі]‚д $1п дл./т) , ($). (11.28)
7=1 #в=0 —

‚ А так как уравнения (11.24) и (11.25) линейны, то пред-
ставление аналогичным рядом уровней 7 (5,т), в соответствии
с $ 8, не будет содержать нулевой гармоники

0000

2 = » ® (а), соз дл/к - 5) 51 Элут) ф (5). — (11.29).
741 650 ‚

В формулах (11.28) и (11.29) по-прежнему ...ч=х/Ь‚_т=['/Т.
Условия периодичности при таком представлении ©О и 7 вы-
полняются автоматически. Подставляя ©О и /7 из формул
(11.28) и (11.29) в (11.24) и (11.25) и приравнивая нулю
коэффициенты при:гармониках, получим:

Еі 210]&%@‘1;&*—7‹—*;“;}‹ Р, (5) --
в =0

т (Е са а, )ф‚е(в)> 0, (11.30)

‚ в =0

Т

е дл.] К2{[(2]@,“3_тс К ле)фіе(З)—і—
| ]+—Ь—(2О° сі‚;г+д‚:е)ч› (5)|=0, (11.31)

< | ‚ л]В, |
. {С_Ё"‘М—‘*’)дг - 6 укNo (5 )} 0, (11.32)

& =0 . |

со йл 9 _ВО .

2 {_Ё'Ф’г (5) — Л]Т““ала% (8)}=0. (1‘1.33)
к =0 . ‚
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\Усл'ювие (11.6) при линейной функции дает точно так же|

; (С}л_дале)фіга):()з 2_3 (сі-‚д—дд‚-„)%а)———о- (11.34)

При этом в формулах (11.30) — (11.34) индекс / пробегает
значения /=1, 2,. `

Положим далее 1‘} 6— ^. Тогда, учитывая, что Л сопв!,
можно придать уравнениям (11.26), (11.27) и краевым усло-
виям при $=0 такой вид:

21 „_ 20, д11 ° д 0% —б; 8’1:2 — ЕР‹› ‘р 7 0. (11.35)

+ Эх—|—В0 т —Г(з_‚ 2) ==0, (11.36)
Ь—{—ЁЩ—О вр-- п == 0 ($=0); (11.37)

Таким образом, в данном случае неизвестная ^ исключена.
Положим далее

" — _20 1@20( ув СО$ дл/т -- В» 511 2л1'т)фк (5), — (11.38)
7= = _

@ — _20 2 (у‚‚д соб дл/т - 6‚ 5!п Эл/т) , (5). (11.39)
]= =

Из уравнения (11.35) при этом получается

Ъ {2 (4- а» — та вч — (2°° „—ъ—т,„›чэ‚е‹з›}— 0,
- /=0, 1, 9. - (11.40) —
: {2 (о;бя ега —

(2°° В» -- д ) ь (5) } —0 у=1, %, .. (11.41)

Условие же м(, ) =9(1,т) дает |

ЁО — Рул)No, () ==0, — 7=0, 1, 9 ... (11.49)

Ёо (в — Обу) () =0, - у=1, 2 ... (1.49)
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‚› Умножая уравнения (11.30) — (11.38), (11.40) я (11.41) н
); (5) и интегрируя в пределах ( < $ < 1, получим, предпола- `

гая, что система функции о, ф1 -- ортонориирована |

2/ К’ 1ха _ {29л+ РТ 11—'_ Оьіг(аро ;іг“і’_а’]іг)—о (11 44)
ёЁ=0

| 2л1 1 *2/а итеОЕТ л Ктбр т о„г( ‚‚г+д‚,г)_0 (11.45)
Ё==0

2л./В 1 ‚ о И”’Т “ои-нЬ , оису —. (11.46)
в =0

ВЫВа —- М бый , —0 (11.47)
с 5в =0

/ л/ 1х 20 ‚2(9 л—ар м)— 20 о(а л-) —0 (1148)
/ — л 091 20 .2(——6,-‚—+ стто )—-Т о (28 В, —- бз) =0.|(11.49)

| . При этом в срормуле (11 48) }=0, 1 2,..., в остальных `
уравнениях 1——1 з И .

1 ` ‘

оь == || * (5) 1 (5) а. (11.50)
0

Уравнения (11.34), (11.39) — (11.46) суть уравнения линей-
ной части системы. Они не приближенны, а совершенно точны
до тех пор, пока бесконечные ряды (11.28), (11.29), (11.38) и
(11.39) не заменяются конечными рядами. _

Обратимся теперь к нелинейной части —уравнению (11.36)
и краевым условиям (11.37). Имеем

6 — 6(Р) == 6 (5(0) — М [0 (0, 2), а— 2(0, 2|},

или сокращенно ̀ | ‘
э в— 5 |[т, О(0, ), 2(0, т)),

и аналогично. ‚

9 == 410 (0, т), 2(0, т)], р== рО (0, т), 2(
Теперь у'словия (11.37) записываются так:

о1х. @ (0, 7), 2(0 т)|-- 9 (0, ®) 910(0 т), 2(0, т)|==0, (11.51) —
5[х, @ (0, т), 2 (0, ] 219 (, т), 2(0, т)]--п\(0, т) ==0. (11.52)
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Ограничимся в рядах (11.28), (11.29), (11.38) и (11:39)
гармониками по п-ю`включительно и представляющими функ-
циями » по т-ю. Подставим после этого 7, у и ® из этих
рядов в формулу (11.36) и потребуем ортогональности его ле-
вой части к представляющим функциям, получим -
‚ :]'Е_] :

21 —- К*о 1г+ (;" _;ъ""_ 2 гіга’лг
Ё =0

__Цуг‹з‚ соз2...тф‚(3)атз‚ (1153) -

К; л/217‹:'2“61'1 ;' У;я_і_ 2‘ ъігв}іг""
1 1 .

=2у ]г в, 7) еп Эл/тр, (5) йх а5. — (11.54)
о0 °

Требование ортогоНальпосТи результата подстановки.7, ©,
®, п в формулы (11. 51) и (11.52) к’со$дл/т и $1 Эл/т дает
уравнения

] 6 |т, @ (0, т), 2(0, т)] сов дл/т ах --
0 п › `

Ч% і ® (0, т)с].[@(О‚ т), 2 (0, т)] соз 2л_]тсі%=0‚ (11.55)

_[д[т‚ ©О (0, т), 2(0 т)] 5!п л)х ах --
1 .

-- ] ® (0, т) 4 [0 (0, 1:)‚ 2(0‚ т)] 51п дл/т ах == 0, — (11.56)

В .

2 ] ё |т, @ (0, ), 2(0, т)| р [0 (0, т), 2(0, т)| сос 2л1'та’т—|—
0 ` . ^

+2а„ч›„ (0) ==0, (11.57)

Цщт‚ О(0, т 2(0 5) 219 (0, т), 2(0, т]51п2л11:а'1:+

Ті ЁЁОВ]ЁФЁ(О)=О. (11.58)
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При этом в уравнениях (11.55) и (11.57) /=0, 1,..., "г_ъ‚ ав
(11.56) и (11.58) ]='1‚ ‚.., й. В уравнениях (11.53)—{(11.58) .

И
 =

М
З2 -, О(а„г со5 2л!т+ в1, 51п 2лт) , (5)

ли \ . '%____ 1 х ;_Ё(с,„ сов дл/х -- ау 51п Эл/т) , (5),

9 —= ® ; (уу» СО5 2літ+б„д 51п 2л/х) ), (5).

В1=0 В

Теперь нами получены. все-необходимые уравнения.
Нетрудно подсчитать, что общее число неизвестных коэф-

фициентов и имеющихся уравнений будет следующим:.

.Коэффициент ‘ | Уравнение

обозначе- ° .
ние чиело характеристика . номер число

Ф1 _ й(т -+-1) 1. Русло ‚
ВЬ п (т -- 1) Линейные — уравне- | (11.44) п (т - 1)

НИяЯ —
С1в п (т -- 1) о + (11.45) п (т -- 1)
“ _ п (п--1) (11.46) п (т - 1)
ог ° |(л - 1) (т -- ) ‘ ‹ (11.47) п (т -- 1)
Ва п (т -- 1) (11.48) | (@в - )(п +-1)
уг . (а 1) (т -- 1) (11.49) п (т -|-1)
;в п (т -- ) | Нелинейные урав- { (11.53) | (@ +-1) (т - 1)

нения (11.54) п (т + 1)

'9. Краевые условия
при $ = 1 (линей- | (11.34) 2п
ные) ‚ (11.42) п--1

, (11.43) п
`Всего: 83. Краевые условия | (11.55) п-|-1

2 (4/1 +-1) ( -) при $ =0 (нели- | (11.56) | - л
нейные) (11.57) п |-1

(11.58) й

Всего: 2 (4л -|- 1) (т -- 1) -- 8л -З .

Таким. образом лишних уравнений оказывается 8л--3. На
это количество необходимо уменышить число линейных урав-
нений русла за счет отбрасывания (по возможности одинако-
вого под каждым номером) уравнений с высшими значениями
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индексовли; Тогда этих ‘уравнений останется: (6п+1) (т+1)
—81—3.

Точность расчета повышается с увеличением чисел т и Л.
Эти числа определяются возможностями стандартной про-
граммы для решения системы линейных уравнений, к кото-
рому сводятся последовательные итерации при вычислении

‚ неизвестных коэффициентов. Порядок этой системы равен
числу неизвестных коэффициентов, т. е. 2(4и--1) (т-+-1). Если
стандартная программа допускает решение системы поряд-
ка << М, то числа т и л суть наибольшие целые числа, удо-,
влетворяющие неравенству

2(4п--1)(т--1) < М

Для машины М-20 в настоящее время имеется стандарт-
ная программа для М=114. При этом М возможны следую-
щие комбинации: .

@ т 2 4я + 1)(т--1)

2 5 108.
8 З 104
4 2 102

<

В задачах предыдущей главы, при том же числе членов
разложения, число неизвестных коэффициентов меньше, чем
в данном случае примерно в 2 раза для периодического режи-
ма и в 4 раза для движения волн паводков. Поэтому нет не-
обходимости в том, чтобы, не увеличивая , увеличить число
членов разложёния. Здесь же такая необходимость может

‚возникнуть. Для увеличения чисел т и л в рамках той же
стандартной программы можно применить следующий прием.
Разделим все уравнения на две части: в первую из них вклю-
чим (4п--1) (т--1) линейных уравнений русла, а во вторую —
остальные (40--1) (т-+-1) уравнений. Первая часть уравнений
позволит выразить (4л-+1) (т-+-1) неизвестных коэффициентов
`(любых) в виде линейных функций от остальных (4лп-+-1) Х
х (т-+-1) коэффициентов. Для этого придется решить систему
(4й-+1) (т-+1) линейных уравнений только один раз для ка-
ждого значения Оо. Исключая эти (4п+1) (т+1) коэффи-
циентов из второй части уравнений, мы придем к системе
(42+1) (т+1) уравнений с таким же количеством` неизвест-
ных, среди которых будет (2л--1) (т-+-1) +-4п-+-2 нелинейных.
Эту систему надо решать уже с помощью итераций. Теперь '
получается следующая таблица (при М=114):
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Этот прием можно развить и решить систему не в два, а

в большее число приемов. Можно, например, выделить все
‚линейные уравнения и затем, разбив их на несколько групп,
последовательно исключить все неизвестные коэффициенты,
кроме (2л ++1) (т+-1) +-4п--2, по числу нелинейных уравне-
ний. Тогда придется решать итерациями только нелинейные
уравнения и соответствующая таблица будет:

‚ _

й | - т (2л-+1) (т--1) + Ап -- 2

4 10 109
5 8 111
6 6 105
7 5 106
8 4 108

В этом.последнем случае можно получить хорошую точ-
ность не только для суточного, но и для недельного цикла.

Расписывать подробно все эти операции и составлять урав- -
нения для поправок имеет смысл только при конкретном про-
граммировании и не в обычных символах, а в операторах
программы. Мы не будем здесь останавливаться на этих во-
просах, излагаемых в руководствах по вычислительной мате-
матике, ›

Выбор исходного приближения можно осуществить, на-
пример, так. Распределим нагрузку системы между тепловы-
ми станциями и ГЭС без учета колебаний уровней нижнего
бьефа. Это — тривиальная задача, она хорошо описана в энер-
гетической литературе. По полученному при этом графику рас-
ходов ГЭС можно рассчитать периодический режим нижнего
бъефа по линейным уравнениям без учета ограничений. Это
даст исходное приближение для коэффициентов @ж,бм, Ск» Фн
если, конечно, полученный при этом режим ‘не сопровождается
сильными нарушениями ограничений. Если же имеются боль-
шие нарушения, расчет надо повторить, несколько выровняв
(на глаз) график расходов ГЭС. В качестве исходных при-
ближений можно принять, что 1 ==0, а 0 ($, т) = соп$ё и имеет
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то значение, какое получится для @ (0, т) в расчете без учета
колебаний уровня нижнего бьефа (это значение постоянно).

Изложенное здесь решение задачи, основывающееся на
идеях вариационного исчисления, применимо, конечно,и в том

случае, когда уравнения Сен-Венана не линеаризуются. Од-
нако, когда эта линеаризация допустима, возможен иной путь,

‚ не связанный с идеями вариационного исчисления. -
Пусть краевые условия заданы в створе ГЭС, т. е. при

х=0, в виде требования (11.5) а при х=со 7(оо,т)=0,
© (со, т) = О0. За 1 в данном случае можно принять некото-
рую длину, на которой неустановившееся движение заметно
затухает (например, определенную из наблюдений). Движе-
ние опять будем считать периодическим с периодом Т и бу-
дем рассматривать его в безразмерных независимых пере-
менных $ =х/Г,, т= #/Т.

Здесь удобно (хотя и не обязательно) положить:

|2(5, )— 20, Эфо(5)-- 9(5 9 (11.59)
© ($, т) == (;20—|—[С2 (0, т) — О Ф. ($) -- @ ($, т), ` (11.60)

где фо(5) — некоторая функция, равная единице при 5=0 и
равная нулю при $=со, Краевые условия для функций 0(8 т)
и и($, т) суть

© (0, т) == 9 (с9, т) == 1 (0, т) == и (с9, т) == 0.

Эти: условия будут удовлетворены, если положить

© (5, т) — 2 2 (@ ), СО5 2л11:—1—д]‚2 в1п длх) Ф. (5), — (11.61)
751 &= |

й (5, т)__Е 2 ,гсоз2п]т+сіі‚гзіп2л]т)ф‚д(з)‚ (11.62)

2 (0, т) — 2 (А,соз Эл/т -- В, в дл/х), _ (“11.68)

` 9=0,-+ 2((3 со$ 25...:—}—0 $1п2л11:) ° (11.64)

и принять ; ($) =5*1, ($5), где [д—функция Лягерра. Подста—
вим после этого 7 и @ из (11.59) и (11.60) в (11.24) и (11.25).
Будем считать, что коэффициенты А, В, С, Э; известны.
Уравнения, (11.24) и (11.25) решим методом Бубнова—Га—
леркина. В результате мы получим 4тл линейных-уравнения,
связывающих 4тл коэффициёнта аж, бж, Сж, @ж й 4п коэф-
фициента А,, В, С, Э,. Но применяя метод Бубнова — Галер-
кина, можно, по его идее, требовать ортогональности резуль-
тата подстановки 7 и © в левые части уравнений (11.24) и
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(11.25) по отношению не к т, а к т-+-1 функциям 1, ... т
\т-ы И тогда мы получим не 4 тп, а 4тпи--4п уравнении Из
этих уравнений отбросим л, отвечающих индексу т--1 и
высшим значениям индекса }. Из оставшихся 4тли-+-2л урав-
нений можно выразить коэффициенты @ж, бу» Сж, @ А» В;
через 2л коэффициентов С, Э,. Эти последние — единствен-
ные коэффициенты, которыми можно управлять непосред- -
ственно, изменяя график попуска через турбины. Тогда после
подстановки 7 и @ из уравнений (11.59) — (11.64) в (11.5) ле-
вая часть этого выражения также окажется функцией только
коэффициентов С; и Э;, которые нужно подобрать так, чтобы
было выполнено требование (11.5).

Таким образом, задача свелась к отысканию минимума
функции 2л переменных С; и Э;, которое может быть выпол-
нено любым из методов, применяемых для этой цели в вы-
числительной математике.

$ 12 Об определении исходных характеристик русла

Расчет волнового режима требует предварительного зада-
ния характеристик русла, т. е. функций о, М, Л, Шо, м, Уо, У1
в уравнениях $ 7, 8, 9. Если известны такие характеристики
русла, как Р, В, К, то построение указанных функций сво-
дИТСЯ К подбору таких коэффициентов в аппроксимирующих`
ВЫРЭЖЗНИЯХ

= -М -н вн
у == % -- *

которые давали бы наилучшее (например, в смысле способа
наименьших квадратов) приближение к кривым А(2), и(2),
\(2) для различных створов. По этим данным нетрудно по-
строить искомые графики зависимости Л, М, Л2, Мо, [М› У, М
от 5.°

Однако вопрос о том, что именно представляют собой ха-
рактеристики Ё, В, К для речного русла неправильной фор-
мы, не так прост, как кажется с первого взгляда, если, ко-
нечно, не иметь в виду только искусственные каналы или
гидрометрические створы, специально выбираемые на таких
участках реки, где русло близко к призматическому. Этот во-
прос, связанный с выводом уравнений движения потока в русле
неправильной формы, не может быть решен вполне строго
из-за того, что гидравлическая идеализация для таких русел

‚ более груба, чем для русел с плоскостью симметрии, течение
в которых обладает значительно менышим количеством осо-

. бенностей, не охватываемых гидравлической идеализацией.
В главе [ на форму русла было наложено ограничение, со-
стоявшее в том, что русло имеет вертикальную плоскость
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симметрии. В таких руслах динамическая ось потока и линия
центров тяжести сечений лежат в указанной плоскости симмет-
рии. В дальнейшем уравнения, полученные для симметричных
русел, переносились, без спедиальных оговорок, на речные _
русла неправильной формы (в тех случаях, когда не учиты-
валось влияние кривизны струй в вертикальной плоскости).
Такой перенос означает прежде всего, что не учитывается ›
‘также и влияние кривизны струй в горизонтальной плоскости.
Однако не учитывается еще и другое обстоятельство, суще-
ственное для рассматриваемого вопроса. ВЕ

Рассмотрим русло, образованное движением некоторой
симметричной кривой (образующей, см. фиг. 1) по другой
кривой (направляющей) так, что плоскость образующей
всегда нормальна к направляю- - '
щей, ось симметрии образую- с /
щей всегда лежит в вертикаль- ^ //_-\_/ной плоскости, а вершина А\_/Д\_‚/› —
скользит по направляющей.
При этом предполагается, ‘что . В
радиус кривизны направляю- Фиг. 13. Фарватер и динамическая

щей всегда болыше, чем В/2. ось в русле с симметричной не-
Если динамическая ось потока — ИЗМенной по длине формой русла.
в таком русле лежала бы на _ | В

` поверхности описываемой осью симметрии образующей (в
плане — линия АВ на фиг. 13, т. е. фарватер), то, очевидно,
распространяя -на такой поток уравнения, выведенные для
потока с вертикальной плоскостью симметрии без членов, за-
висящих от кривизны линий тока осредненных скоростей, мы

‚` не сделаем ошибки ни в уравнении неразрывности, ни в ди-
намическом уравнении. Справедливость этого утверждения в
пределах, в которых приемлемы предположения об отсутствии

‚влияния сил, вызываемых кривизной струй, и о горизонталь-
ности сечения свободной поверхности потока плоскостью 0б-
разующей, вытекает из теорем Гульдена об.объеме и поверх-_
ности тёел вращения. Течение в таком русле будет (в пределах
действия указанных предположений) таким же, каким оно
было бы в русле той же длины и уклона с направляющей,
расположенной в вертикальной плоскости.

Но в действительности динамическая ось потока не лежит
на поверхности, ‘образуемой осью симметрии образующей, она
отклоняется в сторону вогнутого берега (линия СО на фиг. 13).
Поэтому возникает вопрос, как правильнее отсчитывать дли-
ны — по линии АВ или по линии С, а значит и определять
сечение потока, которое должно.быть нормально к линии от-
счета длин. В случае правильного русла результаты расчета
мало зависят от того, какой из этих линий отдать предпо-
чтение, . ` /
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С переходом к речным руслам, которые всегда имеют не-
правильную форму, также надо отсчитывать длины по линии
фарватера, Однако здесь возникает осложнение: если в русле
с неизменяющимся по длине сечением выпуклой формы ли-
ния фарватера всегда достаточно точно определяет направле-
ние течения, то в руслах неправильной формы такого поло-`
жения может не быть."В рёках с широкими поймами стре-
жень и фарватер в межень направлены в общем одинаково
(фиг. 14, линия 1), в паводок же фарватер остается преж-
ним (если пренебречь деформациями русла), а стрежень (ли-

ния 2) сильно' спрямляется. По-
этому если в паводок отсчиты-
вать расстояния по фарватеру,
а сечения брать нормально к
стрежню, не: внося при этом

никаких поправок в получаю-

$ | щиеся таким путем характери-
_ стики русла, то мы рискуем

Фиг. 14. Фарватер и стрежень в — получить преувеличение русло-
речном русле. у

1 — меженное русло‚ 2)—('—линия стрежня ВЫХ емкостеид и как следствие,
в паводок, 8 4—границы пойменного — неправильный результат. Дело

русла.
осложняется тем, что очерта-

ния линии стрежня при различных наполнениях русла раз- -
личны, следовательно, будет различна и поправка для ликви-
дации указанного эффекта.

‚ Рассмотрим два варианта описания паводка уравнениями
гидравлической идеализации:

1) когда расстояния отмеряются по стрежню,

‚ __днс=_@+&_ дис_д_і....ддс

° дх, К & дх, @в д%,
ддг ‚ дР. _
дхс и д ”

2) когда расстояния отмеряются по фарватеру,

дН д0 В д0р — —Ф — Оф _|_ __ф+_ ‚——®,
®° одх К? дх дЕ‚ ф ф & с & ф

дОф дЁф 0

д)Сф дЁф *

`Каждому из этих вариантов соответствуют свои характе-
ристики русла. —

‚ Второй вариант можно рассматривать как модель первого,
‚выполненную с искажением МЗСШТ&ба т. ©. так, что ПРОДОЛЬ-
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ный масштаб не равен Масштабу в плоскостИ ПОП&РЕЧНОГО
сечения. Для этого положим:

— - — — 02Н,= „Н, @, = 8 — Р,

хф=6ххс’ Кф=ВККС’ ифщ 620 ис‚
іф =ВііС’ Ёф.= Ві‘{с’

где В — Масштабные коэффициенты. Подставляя эти значения
в уравнения второго варианта, получим:

В, оН, _ В86 ® ‚ В , д0 Вбо ‚ д05
Вы ° дх, БНБ%( 4 К% ‚ БЁУ & — дх, ВВы — д%

д9 ‚ В‚Вь д
дх. — ВВ —& =0.

‚° Для подобия нужно, чтобы эти уравнения совпали с урав-
нениями первого варианта, т. ©. чтобы было :

вв‚„ _ В89 _ Во — Вво — ВВ _
В ‚ Выбк — БН ВВ — ВВа

Так как расходы и наполнения русла в обоих: вариантах
` одинаковы, то Во=Вн= ! и, следовательно,

ВВ — В. — В. 1,
`Вы в В,

ИЛИ о

в— в=во в = УВ
Первые два соотношения указывают автоматически полу-

чающиеся масштабы уклона и времени: для более длинного
русла время течет быстрее, чем для более короткого, ибо одни

`й те же явления в соответственных сечениях обоих вариантов
наступают одновременно. Последнее же из этих соотношений
указывает, что для соблюдения тождественности протекания
процессов при переходе от одного варианта К другому факти-
ческую пропускную способность русла нужно изменить в

уг‘х раз. '
Определение масштабного коэффициента В. нужно произ-

водить по участкам (лучше всего скользящим вдоль ЛИНИИ
стрежня), для различных наполнений русла, что дает возмож-
ность построить исправленные кривые пропускной способно-
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сти К. Как видим, для других характеристик русла поправок
не получается.

Разумеется, все описанное построение содержит в себе
элемент неопределенности, связанный с тем, что линия стержня
никогда не бывает точно извёестна, и её приходится наносить
несколько условно, сообразуясь с очертанием пойменного
русла. Но эта неопределенность в рамках гидравлической
идеализации совершенно неизбежна.

В условиях проектирования характеристики русла могут
быть найдены только из топографических и гидрометрических
изыскательских данных.

Для эксплуатирующейся ГЭС данные изысканий могут
быть сильно устаревшими или их может вовсе не оказаться,
а производство новых изысканий является трудоемкой до-
рогостоящей и нёе всегда выполнимой операцией. Это объяс-
няется тем, что гидрометрические методы построения кривых

связи уровней с расходами, по которым строятся кривые про-
пускной способности русла К, предполагают выполнение из-
мерений в условиях установившегося режима, которого в
нижнем бьефе эксплуатирующейся ГЭС практически никогда
не бывает и который может быть создан только искусствен-
ным переводом ГЭС в базис графика нагрузки на все время
производства измерений. Все это заставляет искать иных пу-
тей определения исходных характеристик. КРОМ@ того, нужно
иметь в виду, что косвенные пути могут оказаться предпочти-
тельнее, ибо определение исходных характеристик из мате-
риалов изысканий далеко не так надежно, как это принято
думать. Дело в том, что уравнения Сен-Венана не учитывают
наличия в естественном русле ветвлений на рукава, наличия
‘застойных зон и зон обратных течений и аккумулирующего
влияния пойм, связанного с гидрогеологической структурой И
проявляющегося в аккумуляции части воды грунтом ПОЙМЫ
при подъеме уровня и возврате этой воды в русло при спаде
с некоторым отставанием от падения уровня. Геометрические
характеристики речного русла (площадь сечения, ширина_
зеркала и Т. д.) обычно очень резко колеблются по длине
русла, и учесть все эти изменения в расчетах технически не-
возможно, поэтому геометрические характеристики неизбеж-
но осредняются по тем или иным правилам, вытекающим не
из существа дела, а из общих соображений, в конечном счете
не очень обоснованных.

Исходные топографические и гидрометрические данные по
‚`руслу приурочены к определенному периоду выполнения изы-
скательских работ и не учитывают последующих деформаций
русла, которые могут быть значительными. Гидрометрические °
данные по руслу представляются КРИВЫМИ свЯЗзИ горизонтов
С раСХОДЗМИ приуроченными к установившемуся режиму. Ме-
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жду тем сопротивления русла в установившемся и неустано-
вившемся режимах, вообще говоря, различны, и поэтому
использование в расчетах нестационарных режимов кривых

связи, относящихся к установившимся режимам, вносит опре-
деленные ошибки в результат. Для зимних же условий, когда
река покрыта льдом, кривые связи вообще не могут быть по-
строены с необходимой надежностью.

Можно принять гипотезу — влияние всех этих. факторов
может быть учтено надлежащим изменением коэффициентов
уравнений Сен-Венана. Поскольку внести соответствующие
коррективы в коэффициенты уравнений Сен-Венана расчет-
ным путем, очевидно, невозможно, то остается только один
путь — экспериментальный, заключающийся в определении
этих коэффициентов на основании непосредственных замеров .
какого-либо определенного неустановившегося режима в на-
туре. При таком способе влияние всех перечисленных факто-
ров на обобщенные характеристики русла учитывается авто-
матически, а необходимые полевые работы оказываются го-
раздо более простыми и требующими во много раз меньше
времени, сил и средств, чем обычные изыскательские работы.
Последнее особенно важно для расчета паводков, охватываю-
щих речные участки очень больышой протяженности.'

Но значение рассматриваемой задачи не ограничивается
только указанной ситуацией. Она представляет значительный
интерес и как средство оценки тех предположений, которые
принимаются при вычислении характеристик русла из топо-

графических и гидрометрических материалов, где есть много
неясных моментов, таких, например, как определение линии

стрежня, о чем уже говорилось.

‚Излагаемое ниже никак не претендует на полное решение
проблемы определения характеристик русла из. наблюдений
над неустановившимся режимом и должно рассматриваться
лишь как характеристика возможного пути подхода к ее ре-

шению.

Напишем уравнения (7.17) и (7.18), причем будем прене-
брегать для простоты инерционными членами

) (5) А-- ) (5) и -- -9Й--Е ) (5) 12Э (в) Ли--Мо(5) и? — , (12.1)

ш мо () 98 - (в) АЙ ` (19.9)

‚ Пусть на основании непосредственных измерений колеба-
ний уровня по длине / бьефа за время Т получена функция
й (5, т) в виде семейства кривых, или в виде таблиц, или, на-
конец, в виде аналитической аппроксимации, а также функ-
ция @«(0,т). Требуется по этим данным определить коэффи-
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циенты Л, М Л2, У0, ,щ уравнений (12.і)`и (12.2). Из ;/равне‹
ния (12.2) имеем - і

$

а(5, о—а (0, о)— [ о(0 (0 # (, ) 29а (19.3)
&( ) No ‘

‚` Обозначим через Ф результат подстановки и(5,т) из фор-
мулы (12.3) в левую часть (12.1) .

о— (6)1(, Э-- Ыб) Р, 928 о)-
$ . ]

о+ @) , т)]‹{и‹о‚п——[[»о‹!)м‹! к( т) 2309 д
8 1

$ 2

--^ ‹з›{ «(0, ©) — [ м (0-- 5. (0) й(, ) 23
0

(19.4)

—
н

‚ БЕсли @(0,т) и А(5, т) заданы экспериментально, то Ф не
будет тождественным нулем ни при каких М, М, Лэ, Уо, У1. По-
этому эти функции следует выбрать так, чтобы функция Ф
как можно мёньше уклонялась от нуля в том или ином смысле.

Наиболее простые . результаты получаются, если требовать
наименьшего уклонения от нуля в смысле способа наимень-
ших квадратов, т. е. если выдвинуть требование

11

[ == [ [ Ф? а$ ат == пи1п. 0 (19.5)
о0

Как уже указывалось в $ 10, рассматриваемая задача не-
`корректна и поэтому на ее решение следует наложить допол-
нительные условия, вытекающие из смысла задачи. Так как
нас.интересуют сглаженные осредненные характеристики рус-

ла, то можно потребовать аналитичности решения. Можно
пойти еще дальше и искать решение не в классе аналитиче-
ских функций, а в более узком классе полиномов от $ некото-
рой степени л, т. е. полагать, что оно. имеет вид:

?ь‚.(з)=а‚0—}—а„з+ ‚.. а; „8", — 6==0, 1, 2,

'\’і(з)::діо—"'ді 18+ в`.7- _'|_ді пзп‚ г=0‚ 1-.

Тогда все дело сводится к определению коэффициентов
а:; И в; обеспечивающих выполнение условия (12.5), т. е. к

14 ' | |



решению системы алгебраических уравнений:

11 ` -

][Фддф. азах=0, — #=0, 1, 2; /==0, 1, 5., п
_ @1
о0 

|

11 ` -

][Ф_—ЁЁ й$ @х == 0, г== ; 1; 7=0, 1,..., й.
00 9

‚ Мы рассмотрели простейший вариант задачи об определе-
‚нии исходных характеристик русла по наблюдениям над не-
установившимся режимом. Более сложные ее варианты, на-
пример определение коэффициентов полных уравнений Сен-

‚ Венана, а не уравнений второго приближения, как это сделано
здесь, решаются принципиально тем же путем. Однако на
нынешней. стадии изученности проблемы постановка более
сложных задач вряд ли целесообразна. К ней можно будет
перейти только послёе того, как рассмотренный простейший
вариант будет всесторонне опробован на объекте, по которому
будут иметься, с одной стороны, исчерпывающие морфометри-
ческие и гидрометрические данные, а с другой, результаты
тщательных измерений неустановившегося движения в усло-.
виях специально поставленного эксперимента. Возможно, что
такой объект целесообразно нё искать в натуре, а создать в
лаборатории. — ’ „ ›
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Правая часть критерия (6.10) 7 (т, @, ')

ПРИЛОЖЕНИЕ И

120

т //

т

0. 0,2 0,4 0,6 0,8 ' 1 | 2 8

@ == 1,0

0 со |- со со со со со со со
0,01 ! 3,340 | 3,334 | 3,332| 3,334 3,339 ‚ 3,346 3,394 3,453
0,02 | 3,074 | 3,063 | 3,059 | 3,062 3,070 3,091 3,164 3,264
0,03 | 2,965 | 2,949 | 2,944| - 2,947 2,957 2,972 3,084 '3,215
0,04 | 2,916 | 2,894 { 2,886 1 2,889 2,901 2,919 3,055 3,218
0,05 | 2,897 | 2,869 | 2,858 | 2,861 2,874 2,895 3,051 3,280
0,06 | 2,896 | 2,862 | 2,848| 2,850 2,864 2,887 3,160 3,255
0,07 | 2,907 | 2,866 | 2,849 | 2,850 2,864 2,889 3,076 3,284
0,08 | 2,926 | 2,879| 2,858 | 2,857 2,872 2,898 3,096 3,314
0,09 | 2,952 | 2,897 | 2,872| 2,870 2,884 2,911 3,118 3, 343

‚ 0,10 | 2,983 | 2,921 | 2,890 | 2,886 2,900 2,927 3,142 3,371
0,12 | 3,057 | 2,977 | 2,936 1 2,927 2,939 2,966 3,185 3‚422
0,14 | 3,141 | 3,042 | 2,990 | 2,974 2,983 3,009 3,233 3,465
0,16 | 3,234 | 3,113 | 3,0481 3,024 3,029 3,053 3,274 3,500
0,18 | 3,333 | 3,188 | 3,109 | 3,177 3,077 3,098 3311 3,529
0,20 | 3,487 | 3,267 | 3,172| 3,131 3,124 3141 3,344 3,561
0,22 | 3,545 | 3,348 | 3,236 | 3,184 3,171 3,183 3,378 3,569
'0,24 | 3,657 | 3,430 | 3,300 | 3,237 3,217 3,224 3,399 3,582
0,26 | 3,773 ! 3,513| 3,364| 3,288 3,360 3,362 3,520 3,591

°0,28 | 3,891| 3,597 | 3,427 | 3,339 3,303 3,298 3,439 3,597
0,30 | 4,018 { 3,681| 3,490 | 3,388 3,343 3,3338 3,455 | 3,601
0,32 | 4,187 | 3,765 | 3,551| 3,436 3,382 3 365 3,468 3,602
0,34 | 4,263 | 3,849 | 3,612| 3,482 , 519 3,395 8, 480 3,602

‚0,36 | 4,391 | 3,933 | 3,671| 3,527 3,458 3,428 3, 489 3,600
0,38 | 4,522 | 4, 016 3,729 | 3,569 3,587 3,450 . 3,496 3,597

‚ 0,40 | 4,654 | 4,099 | 3,785 | 3,610 8‚518 3,474 3,502 3,593
° 0, 42 4789 | 41811 .3,940 | 3,750 3,547 3,496 3,506 3,587

0‚44 4925 4,262 3,893 | 3,688 3,575 3,517 3,510 3,581°
0,46 ; 5,064| 4,342| 3,945 | 3,730 3,702 ‚ 3537 3,512 3,675
0,48 | 5,204| 4,421 | 3,996 | 3,759 3,626 3,555 3,513 - 3,568
0,50 | 5,345| 4,500 | 4,045| 83,792 3,750 3,572 3,518 3,560
0,52 | 5,489 | 4,577 | 4,093| 3,823 3,672 ` 3,587 | 3,512 3,553

- 0,54 | 5,634 | 4,654 | 4,139| 3,853 3,692 3,601 3,511 3,545
0,56 | 5,780| 4,729 | 4,183| 3,882 3,712 3,614 3,509 3, ‚536
0,58 | 5,928 | 4,803 | 4,226 1 3,909 3,730 3,626 3,507 .| 3,528
0,60 | 6, 078 4,876 1 4,268 1 3,935 3747 3,637 3,504 3519
0,62 | 6,229 | 4,947 | 4,308 | 3,960 3,762 3,647 3,501 3,511
0,64 | 6,382 | 5,018 | 4,347 | 3,984 8771 3,657 3,498 3,502
0,66 | 6,536 | 5,087 | 4,385 | 4,006 3,791 3,665 3,494 ‹3,593
0,68 | 6,692 | 5,155 | 4,421| 4,027 | 3,804 3,672 3,489 3,484
0,70 1 6,848 | 5,222 | 4,456 | 4048 3,816 3,679 ° 3,485 3,576
0,72 | 7,007 | 5,287 | 4,490 | 4,067 3,827 3,685 3,480 3,467
0,74 | 7,166 | 5,351 | 4,522| 4,085 3,837 3,691 3,476 3,458
0,76 | 7, 328 5,414 | 4,554 | - 4,102 ‚ 3,847 3,696 3,471 3, 449
0,78 | 7;490 | 5,476 | 4584 ) 4,119 3,856 3,700 3,465 8 447



Продолжение -

т

т °

0 0,2 0,4 ° 0,6 0,8 1 2 8

0,80 |.7,654 { 5,536 | 4,618 | 4184 3,864 3,704 3,460 3,432
0,82 | 7,819| 5,596 | 4641 | 4,149 3,872 3,708 3,455 3,424
0,84 | 7,985 | 5,654 | 4,668 | 4163 3,879 8711 3,449 3,415
0,86 | 8,152 | 5,710| 4,694| 4,176 3,886 3,713 3,444 3,407
0,88 | 8,321 | 5,766 | 47191 4,188 ‚ 3891 3,715 3,438 3,398
0,90 | 8,491| 5,920 | 4,743 | 4200 3,897 371 ‚ 8,482 3,390.
0,92 | 8,663 | 5873 | 4,766 | 4,211 3,902 3,718 8,427 | -3,382
0,94 | 8,836 | 5,925 | 4,788 4,221 ° 8,906 ° 3,719 8‚421 3,374
0,96 | 9, ‚009 5,976 | 4,809 | . 4,831 891 3,720. 3,415 3,366
0,98 | 9,184 | 6,026 | 4,830 | 4,241 3,914 3,721 3,409 3,358
1 9,360 | 6,074| 4,849 | 4,249 | 3,918 3,721 З 403 3,350

а == 1,02

0 о со со со со со со +
0,01 | 3,587| 3,531| 3,529 | 3,532 3,537 3,545 | › 3,601 3,670
0,02 | 3,260 | 3,249 | 3,245 | 3,249 3,259 3,272 3 370 3,486
0,03 | 3151 3,134| 3,129 | 3,188 3,146 3,164 3,296 ° 3,452
0,04 | 3,104 | 3,081 3 0783 | 3,078 3,093 3,115 3, 277 3,466
0,05 | 3,089 | 3,060 |-3,049 | 3,054 3,071 3,097 3,285 3,501
0,06 |-3,098 ) 3,067 | 3,044 | 3,049 3,067 3,095 3,305 3,544
0,07 3‚1 11| 3,068 | 3,051| 3,054 | 3,074 3,104 ° 3, 334 3,591
0,08 | 3,138| 3,087 | 3,066.| 3,068 3,088 3,121 ° 3,367 3,639
0,09 | 3,172 | 3,113| 3,087 | 3,088 3,108 8,142 3,402 3,686
0,10 | 3211 | 3,143| 3,113 + 3,112 | ‚ 3,132 3,167 3,438 8,731 ,
0,12 | 3,303 | 3 216 | 3,174 3‚168 ° 3,187 3,223 3,510 3,813
0,14 | 3,408 3‚399 3,345 | 3,232 3,248 3,384 3,579 3,886
0,16 { 3,523 { 3,389 | 3,321| 3,300 3,312 3,347 3,643 3,947
0,18 | 3,647 | 3,586 | 3,500| 3,370 3,378 3,410 3,708 4,000
0,20 | 3,777 | 3,586 | 3,483 1 3,442 3,443 8,472 3,756 4,044
0,22 { 3,914 | 3,789 [ 3,566 | 3,514 [/ 3,508 3,532 3,904° 4,080
0,24 4,057 3,795 | 3,651| 8 585 3,571 3,590 3,848 4,110
0,26 | 4,205| 3,908 | 3,735| 3,656 3,633 3,746 3,886 4134

° 0,28 | 4,359 | 4,013| 3,820| 3,725 3,692 3,700 З 920 4,153
0,30 | 4,518 4, 124 | 3,904 [ 3,794 8751 ( 3,750 3,951 4,168
0,32 | 4,682 | 4,236 | 3,987 | 3,860 3,807 ° 3,798 3‚977 4‚180
0,34 | 4,851 | 4,349 | 4,070| 83,925 3,860 3,844 4000 4,189
0,36 | 5,025 4 462 | 41511 3,988: 3911 3,887 4021 . 4,195
0,38 | 5,204 4 576 | 4,232 | 4,049. 3,960 3,927 4, 038 4,198
0,40 5‚888 4,690 | 4,311| 4,108 4007 3,966 4058 4,200
0,42 | 5,577 | 4,804 | 4,388| 4165° 4,052 4,002 4,066 4,200
0,44 | 57721 4,918 | 4,464| 4,221 4 ‚094 4,035 4077 4,199
0,46 | 5,972 | 5,081| 4,539 | 4,274 4,135 4 067 4086 4,196
0,48 | 6,178| 5,145 ( 46111 4,325 4 173 4, 097 4,094 4,193
0,50 | 6,389| 5 258 4688 | 4,375 ^4‚210 4,125 4,100 4,189 —
0,52 | 6,606 | 5 371 47521 4,422 4,244 4,151 4,105 4,183
0,54 | 6,829| 5,483 | 4,820 | 4468 4277 4‚ 175 4104 4178
0,56 | 7,059 | 5,595 4‚886 4512 4,308 4198 4,112 4,Л
0,58 | 7,295 | 5,706 | 4,961| 4,554 4,338 4,219 4113 4,164 .
0,60. { 7, 538 5,816 | 5,014| 4,595 4,365 4,239 4,114 4,157

121



Продолжение °

Г

\

0,40 0,2 0,6 0,8 1 3

0,62 | 7,788| 5,925 | 5,075| 4633 | 4,392 4,257 4115 { 4,150
0,64 | 8,045| 7,200 | 5,134| 4670 4,416 4,274 4,114 4,142
0,66 | 8,310| 6,141 | 5,192| 4,706 4,440 4,290 4113 | 4134
0,68 | 8,583) 6,247 | 5,248| 4740 | 4,462 4,304 4111 4,125
0,70 | 8,865| 6,353 5,302| 4772 | 44883 | 4318 4,109 4,117
0,72 | 9,156| 6,457 | 5,355 | 4,808 4,502 | 4,390 4,106 | 4108 —

'0,74 | 9,456) 6,560 | 5,506| 4833 | 4 591 4,342 4,108 -4,100 °
0,76 | 9,765| 6,662| 5,456 | 4,861 4'538 4,353 4100 4,091
0,78 | 10,086| 6,763 | 5, 504| 4888 | 4,554 4362 | - 4,096 | 4082
0,80 |10,417| 6,862 | 5,550| 4914 |. 4,569 4,371 4,092 4,074
0,82 |10,760! 6,960 | 5,595| 4,938 | 4,583 | 4379 4,088 4,065
0,84 | 11,160| 7,057 56391 4962 | 4597 | 4387 4,084 4,056
0,86 |11,485| 7,152| 5,680| 4,984 | 4,609 4,394 4,079 4,047
0,88 |11,868| 7,246 | 5,721 [ 5,005 4,621 4'400 4,074 4,038
0,90 |12,267) 7339 | 5,760| 5,025 | 4632 4,403 | . 4069 | ° 4,030
'0,92 |12,681| 7,430 | 5,798 | 5,044 4642 4,410 4,064 4,021
094 |13114| 7,520| 5,935| 5,062 | 4,651 4,415 4,059 4,012
0,96 |13,565) 7,608 | 5,870| , 5,080 | 4,660- 4,419 4.053 4.004
0,98 | 14,036| 7,695 | 5,904| 5,096 | 4,668 4,422 4048 3,995
1,00 |14,530/ 7,784 | 5, 936 5,113 | 4676 4,425 4,042 3,987

@ = 1,04

0 — ©о со со со со ©о _ со со
0,01 | 3,772) 3,766 |-3,765| 3,768 | 83,775 - 3,784 3,852 3,932
0,02 | 3,485| 3,473 | 3,471| 3,476 | 83,486 | 3,504 3,621 | 83,761
0,03 | 3,376| 3,358 |3,354| 3,360 | 3,376 3,398 | 3,559 3,749
0,04 | 3,333) 3,309| 3,302| 3,310 | 3,329 — 8,357 3,556 3790
0,05 | 3,325| 3,294| 3,284| 3,293 | 83,315 3,347 3,581 3,853
0,06 | 3,338| 3299 | 3,287| 8,295 3;320 3,356 3,621 3,927
0,07 | 3,365| 3,319| 3,302! 3,310 | 3,337 8,377 3,670 4,005
0,08 | 3,403) 3348 | 3,327| 3,335 3,363 3,406 3,723 4,083
0,09 | 3,448] 3,384 1 3,359| 3,365 | 3,394 3,440 3,780 4,161
0,10 | 8, 5501| 3426 | 3,396| 3,400 | 3, 430 3,478 3,837 4'237
0,12 | 3621 3,524| 3,482 `3,481 8,5011 3,068 3,953 4 4,379
0,14 | 3;757| 3,634| 3578 | 8571 8,600 3,653 4,066 4,509
0,16 | 3,908| 3,755| 3,682| 3,668 3,693 8,746 4174 4,626
0,18 | 4,070| 3,884| 3,792| 8,767 | , ‚789 3,841 4,276 4,729
0,20 [ 4, ‚944| 4,020 | 3,906| 3,870 | 83, ‚885 8,935 4,370 4,971
0,22 | 4, ‚499| 4,162| 4,024| 3,974 | 3,982 4,027 4,459 4,901
0,24 4,625) 4309 | 4,143| 4,078 4,078 4118 |. 4540 4,971
0,26 | 4,832 4461 | 4,265| 4,183 | 4172 ° 4,207 4615 5,132
0,28 | 5,050| 4,617 | 4,388| 4,287 4,266 4,298 4,684 5,085
0,30 | 5,280| 4778 | 4,513| 4,391 | 4,357 4,377. 4,747 5,131
0,32 | 5,522} 4,943 | 4,638| 4,493 | 4,446 4,458 4805 | 5171
0,34 | 5,778 5‚112 4,763|. 4595 | 4, 534 4,535 4857 | 5,204
0,36 | 6,047| 5,285 | 4,889 4695 | 4619 4610 | ̀ 4905 5,233
0,38 |. 6, '339| 5,469| 5,015| 4794 | 4,701 4,682 |. 4,948 5,258
0,40 | 6,638) 5,642 | 5,141 4‚891 4781 | 4,751 4.988 5,278.
049 | 6,959| 5,826 | 5,267| 4,987 | 4,859° 4817 ‚ _5‚124 5,295



П родолжение

т

л

' 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 2 3

0,44 | 7,292| 6,014} 5,392 | 5,080 4,934 4,880 5,056 | 5,309
0,46 | 7,653| 6,206} 5,517 | 5,172 5,007 _ 4,941 5,085 5,321
0,48 | 8,039) 6, '409 5,641 | 5,262 5,007 4,998 |: 5111 ‚ 5,330
0,50 | 8,452| 6,601| 5,765 | 5,350 5,145 ° |- 5,000 5,135 5,336
0,52 | 8,896| 6,804! 5,887 | 5,435 5,210 5,105 5,156 ‹ 6,341
0,54 | 9,376 7‚011 6,009 ; 5,519 5,332 5,155 5,176 5,345
0,56 | 9,897| 7,222\ 6,130 | 5,600 5,333 ‚ 5,202 5,191 5‚346
0,58 |10,466| 7,437| 6,249 | 5,680 5,391 5247 5,206 5,347
0,60 |11,090| 7,655| 6,367 | 5,757 5,447 5,290 5,219 5,346
0,62 |11,780| 7,878| 6,484| 5,832 5,500 5,330 5. ‚230 5,344
0,64 |112,551| 8,105) 6,608 | 5,905 5, ‚559 5,369 5 240 5,342
0,66 |113,421! 8,336| 6,714| 5,975 5,601 5,505 | 5,248 5,338
0,68 |14,413| 8,572| 6,827 | 6,044 5‚648 5,439 5‚256 5, '334

‚ 0,70 |15,565| 8811 6,938| 6,111 5,698 5,472 5,262 5,329
0,72 |16.926| 9,055| 7,047 | 6,175 5,736 5,502 5, 267 5.324
0,74 |18,574| 9,304| 7155 | 6,237 5777 5,531 5,271 5,318
0,76 |20,638| 9,557| 7,260 | 6,298 5,816 5,559 5274 5,312
0,78 |123,340| 9,914! 7,365 | 6,356 5,854 5,584 5,277 5,305

‹ 0,80 |27,127|10,077| 7,467 | 6.412 5,890 5,609 5,278 5,298
0,82 |33,059| 11,344| 7,568| 6,466 5,924 5,732 |- 5,279 5,291
0,84 | 44,684| 10,616| 7,666 | 6,519 5,956 5,658 5,279 5,283
0,86 - | 93,6492| 10,893| 7,763| 6,569 5,987 5,673 5,279 5,275
0,88 11,175| 7,858 | 6,618 6,016 5,692 5‚278 5,267
0,90 — |11,463| 7,951| 6,665 6,044 5,710 5,277 5,259
0,92 -— |Н,755| 8,041| 6,710 6,071 5,726 5,275 5, 251
0,94 — 113,053! 8130 | 6,753 6,096 5,742° 5,278 5,242
0,96 —- |19,357; 8,217 | 6,795 6,120 5,756 5,270 5,234
0,98 — 113,667| 8,301| 6,835 6,142 5,770 5,267 - 5,225
1 — [112,982 8‚384 6,873 6,163 5,782 5,264 5‚216

@ == 106

0 со со со со со со со. об
0,01 4‚063 4,056| 4,056 | 4,060 4,069 4,086 4,162 4,261
0,02 | 3,764| 3,751| 3,750 | 3,758 | ° 3,773 3,793 3,939 4,113
0,08 1 3,657| 3,638| 3,635| 83,645 3,666 3,694 3,897 4,140
0,04 3 622| 3,596| 3,591| 3,604 3,629 3,665 3,921 4,226
0,05 ! 3,625| 3,592| 3,584| 3,598 | 3,628 3,670 3976 4,340
0,06 | 3,751| 3,709| 3,599 | 3,614 3, 748 ` 3,796 4,049 4, 468
0,07 | 3,694} 3,643| 3,629 | 3,644 3,682 3,736 4 133 4,604
0,08 | 3,748| 3,688| 3,669| 3,685 3,726 3,786 4,225 4744
0,09 | 3,813) 3,741| 3,718| 3738 3,777 3,842 4,320 ‚4,885
0,10 | 3,886| 3,802| 3,774| 3,788 3,834 3,908 4419 5,027
0,12 | 4,052| 3,941| 3,900| 3,911 3,960 4,038 4,623 5 307
0,14 | 4,242| 4,099| 4,041| 4,047 4,099 4,182 4828 5,580
0,16 | 4,454! 4,273| 4,196 | 4,194 4,245 4,334 5,034 5848
0,18 | 4,687| 4,462| 4,361| 4,349 4,399 4,491 5,287 6,096
0,20 | 4,943| 4,664| 4,535 1 4511 4,557 4,652 5,437 6,387
0,22 | 5,222| 4,880| 4719 | 4,679 4,720 4,815 5,633 6,5677
0 24 | 5,527| 5,110| 4,911 | 4853 4,886 4,980 5,823 6,784



`

Продолжение

т

Ц | .
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 2 3

0,26 | 5,860| 5,355| 5,112 || 5,031 5,156 5,14 6,009 6,991
0,28 | 6,226| 5,616| 5,321 5,215 5,227 5,314 6,190 7,185
0,30 | 6,629| 5,892| 5,538 5,408 5,401 5,582 | 6,365 7369
0,32 | 7,076| 6,187| 5,764 5,596 5,577 5,650 6,535 7,543
0,34 ! 7,576| 6,502| 6,000 5,793 5,755 5,819 6,699 7,706
0,36 | 8,140| 6,839| 6,245 5,994 5,934 5,987 6,857° 7,859
0,38 | 8,784| 7,301| 6,500 6,200 6,116 6,155 || .7,010 8,003 -
0,40 | 9,529| 7,590| 6,765 6,410 6,298 6,328 7,157 8,138
0,42 110,407| 8,012| 7,042 6,625 6,482 ° 6,490 7,299 8,264

` 0,44 111,468| 8,470|. 7,331 6,844 6,667 6,657 7435 8,383
0,46 112,790| 8,97|| 7,633 7,068 6,853 6,822 7,566 8,493
0,48 |14,512| 9;523| 7,950 7,297 7 ,041 ‚ 6,987 7,602 8,597
0,50 |16,904| 10,604| 8,182 7,531 7,229 7,151 7,813 |. 8,693
0,52 120,601| 10,824) 8,631 7769 7,418 7,314 7,929 8,783
0,54 127,643| 11,604| 8,998 8,013 7608 7,475 8,040 8,867
0,56 (53,540| 12,501| 9,386 8,263 7,799 7,636 8,116 |. 8,945
0,58 | — |13,551| 9,797 || 8,518 7,990 7,195 8,247 9,018
0,60 | — |14,808/10,233 8,778 8,183 7,952 8,344 0,085
0,62 | — {|17,355/10,698 9,145 %375 8,108 8,437 9,148 .
0,64 | — |18,338[11,194 9,318 8,568 8,262 8,526 9,206
0,66 | — |21,025/11,727 9,597 | ‚ 8,762 8,415: 8,610 9,260
0,68 | — |25,002|12,302 9,884 8,956 8,566 8,691 9,310
0,70 | — |31,906/13,926 | 10,177 9,150° 8,715 8,767 9,356
0,72 | — |49,596113,605 | 10,478 9,345 8,862 ‹8,840 9,399
0,74 | — — |15,351 | 10,786 9,539 9,008 8,910 9,438
0,76 — — |15,177 | 11,102 9,738 9,151 8,976 9,474
0,78 | — — |16,098 | 11,427 | - 9,928 : 9,292 9,139 9,507 °
0,80 | — — [|17,138 | 11,760 |. 10,122 9,431 9,099 9,538
0,82 | — — |18,326 | 12,103 11,316 9,568 9,156 9,566
0,84 | — — |19,706 | 12,456 10,509 9,702 9,209 ©,591
0,86 | - — — 121,338 | 12,818 11,708 9,935 ‘9,260 ©,515
0,88 | — — (23,319 | 13,192 10,895 9,964 9,308 ©,536
0,90 | — — 125,808 | 13,576 11,087 10,092 9,354 9,656
0,92 | — — 129,6064! 13,378 11,278 10,217 9,397 9,673
0,94 | — — 133,644 | 15,382 11468 10,340 9,538 9,689
0,96 — — 140,834 | 14,804 | 11,657 10,460 9,477 9,708
0,98 — — (55,922 | 15,240 11,846 10,578 9,514 9,716
1 — — '11,329 ' 15,691 12,033 10,693 9,548 9,727

@ == 1,08

0 ©О со со со со со_ ©О ©о
0,01 | 4,432| 4,4258| 44261 4432 | - 4,444 4,459 4,568 4,689
0;02 | 4,123| 4,110| 4,110| 4121 4,142 4,169 4,358 4,588
0,03 | 4,023| 4,003| 4,002| 4,018 4,046 4,084 4,355 4,685
0,04 | 4,009| 3,975) 3,973| 3,992 4,028 4,077 4,421 4,851
0,05 | 4,024| 3,988| 3,984| 4007 | — 4,050 4,110 4,539 5,075
0,06 | 4,073| 4,028| 4,021 4047 4,098 4,167 4,676 5,321
0,07 | 4,142| 4,086| 4,076| 4105 4,162 4,242 4,833 5,591
0,08 | 4227 4145 | 4175 4,240 4330 5,004 5,883

124
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П родолжение

т

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 2 3

0,09 | 4324 4243 4,225| 4257 4,388 4,428 5,188 6,196
0,10 | 4434 4,338| 4,314| 4,348 | - 4,425 4,536 5,384 6,532

° 0,12 | 4,685) .4,564} 4,517| 4,552 4,642 4778 5811 - 7,279
0,14 | 4,980| 4,805| 4,749| 4783 4,885 5,038 6,286 | — 8,149
0,16 | 5,319| 5,088} 5,008| 5,040 5,153 5,329 | 6,816 9,186
0,18 | 5,710| 5,408| 5,397| 5,323 5447 5,647 7,409 11,476
0,20 | 6,160| 5,768| 5,617; 5,633 | — 5,769 5,994 1° 8,083 12,152
0,22 | 6,686/ 6,173{ 5,972| 5,974 6,120 6,374 | 8,861 15,511
0,24 | 7,307| 6,635| 6,366| 6,949 6,505 6,791 9,778 18,301
0,26 | 8,056| 7,164| 6,807| 6,765 |- 6,931 7,352 10,891 26,382
0,28 | 8,986| 7,781| 7,309| 7,230 7,404 7,1766 12,293 12
0,30 |10,186/ 8,518)| 7,881| 7,752 7934 8,346 14,160
0,32 |11,830| 9,402/ 8,545) ° 8,348 8587 9,008 16,864
0,34 | 14,308| 10,519| 9,331| 9,037 9,330 9,778 | 21,400
0,36 | 18,778| 11,992| 10,284| °9,849 | 10,045 10,691 32,091
0,38 | 31,949|.14,076| 11,481| 10,831 | 11,023 11,805

©О „— Ч

ПС
Е 

ЕТТЕ
ТИ

0,40 — |17,406!13,056! 12,058 | 12,236 13,214 —
0,42 — |24,252| 15,283| 13,661 | 13,806 | 15,096 —
0,44 — {65,552|18,838{ 15,905 | 15,907 17,817 —
0,46 — — |26,085! 19,420 | 19,271 22,347 —
0,48 — — |67,148| 26,305 | 25,382 32,673 —
0,50 || — — — | 55,462 | 45,088 — —
052
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Железняков Г. В., проф., д-р техн. наук.
Теоретические основы гидрометрии. 15 л. 95 коп. 1Н кв. 2-9-6.

В книге обобщены и развиты вопросы теории гидрометрии. Большое‚
внимание уделяется гидравлическому обоснованию способов производства
гидрометрических работ на реках, а также каналах. Дан ‚гидромеханиче-
ский анализ показаний приборов для измерения скоростей движения во-
ды, в том числе и в условиях нестационарных течений жидкости.

Рассчитана на специалистов в области гидрологии, гидравлики, гид-
ротехники, строительства мостов и тоннелей, а также на аспирантов и
студентов старших курсов высших учебных заведений. 2

Знаменская Н. .С., канд. техн. наук. .
Грядовое движение речных наносов. 10 л. 60 Коп. П кв. 2-9-6.

В монографии устанавливаются основные закономерности движения
гряд, предлагается классификация микроформ, которая увязывается с Ти-
пизацией средних форм и типизацией руслового процесса. Количественные
критерии этой классификации позволили связать форму гряд с гидравли-
кой потока и характеристиками наносов, а также придать гидравлический
аспект типизации руслового процесса. Использование этой зависимости
позволило по-иному решить ряд практических задач, среди которых: рас-
ход донных наносов, потери энергии, деформации русла и .моделирование
на размываемых моделях. Монография рассчитана на инженеров-гидроло-

‚ гов, гидравликов, гидротехников и научных сотрудников, работающих В
области руслового процесса, а также на студентов указанных специаль-
ностей. `
Ковзель А. Г., канд. техн. наук. '

Исследования по программе Международного гидрологического деся-
тилетия в СССР. 3 л. 35 коп. 1Ш кв. 2-9-6.

`Обзор. содержит краткие резюме предварительных итогов“исследова-
тельских гидрологических работ, выполненных различными гидрологиче-
скими научно-исследовательскими, проектными и учебными учреждениями _
СССР по программе МГД в первые три года Гидрологического десяти-
летия.

Рассчитан ‘на гидрологов.

Корзув В. И., канд. геогр. наук.
Сток и потери талых вод на склонах полевых водосборов, 7 л. 55 коП.

П кв. 2-9-6. °

Рассмотрен'о влияние малоизученных факторов-——длины и ЭКСПОЗИЦИИ
склона — на формирование, ход и величины стока талых вод на склонах
(необлесенных) водосборов.

В работе использованы материалы наблюдений и экспериментальных
исследований Валдайской ‘научно- исследовательскои гидрологическои ла-
боратории ГГИ за 1950— 1964 гг.

Рассчитана на гидрологов и’агрометеорологов.
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