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БЛАГОДАРНОСТИ

Идел написать эту книгу появилась во время. моего пребывания
в 1978 е. в качестве приглашенного профессора в университете
штата Западная Австралия в г. Перте, где я прочитал два курса
лекций по’ загрязнению подземных вод и применению численных
методов_ в гидрогеологии. Пользуюсь этой возможностью, чтобы
поблагодарить всех сотрудников _ университета за великолепные
условия, которые были мне предоставлены для работы.

Большая часть исследований была выполнена во время моего
пребывания в Высшей Национальной. Горной школе в Париже, и
я обязан И. Эмселлему, бывшему главе Центра геологической
информации, а ныне_Генеральному президенту-директору Арлаба
за многочисленные подсказанные мне идеи и плодотворные дискуссии.

Недлэндс (Западная Австралия)
Страсбург (Франция), 1974

ПЛАН ПОСТРОЕНИЯ КНИГИ

Мы надеемся, что эта книга будет _ интересна для инженеров,
студентов и специалистов по прикладной математике, и нам
хотелось бы дать некоторые общие указания для более эффективного
ее чтения и использования.

В главе 1 рассматриваются главные загрязнители и характер
их смешения, что составляет основу изучения процессов загрязнения.

лодЪгмкых вод с помощью теорий переноса смешивающихся жидко-
стей.

В главе 2 излагаются основы теории дисперсии в интерпретации
Фрида и Комбарну |110\, и подчеркивается отклонение математи-
ческих представлений от лабораторных экспериментов и их
ограничение.

В главе 3 даются методические правила количественного изуче-
ния загрязнения подземных вод. В ней показано, как решать такую.
задачу и определена последовательность операций. Чтобы проил-
люстрировать предложенную методику, в книге приводятся_две
типовые схемы, которые могут быть использованы как модели
задач для изучения загрязнения подземных вод (в особенности.
в случае загрязнения от полей фильтрации). В главе 6 описываются
некоторые типичные случаи, которые объясняют, как применять
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`методику, в главе 4 описываются основные полевые эксперименты и
формилы, необходимые для получения различных параметров,
а в главе`5 рассматриваются. некоторые полезные численные модели.
с их конечноразностной дискретизацией.

В главе 7 мы попытались расширить объект. исследования,
показав, что загрязнение подземных вод. составляет. часть_более
крупных экономических проблем, связанных с управлением водными
ресурсами. Мы показываем, что методика, характерная для.
загрязнения подземных вод, описанная в главе 8, является. резуль-
'татом. применения общих методов, подкрепленных математиче-
ским. аппаратом и улучшенными математическими ̀  методами.
обработки. данных, которые мы кратко описали. Затем. мы даем.
основные концепции экономического и политического подхода к проб-
лемам водных ресурсов и загрязнения подземных вод.

Хотя глава. 8 является следствиемрассмотрения результатов
вхспериментальных данных, она оказалась в высшей степени мате-
матической и теоретической и была написана, чтобы показать
специалистам по прикладной математике, что, казалось бы, даже
далекие от. математики. проблемы загрязнения предоставляют им
весьма широкие возможности для развития их собственных мате-
матических исследований и приводят их к мысли занятеся этой
столь прикладной отраслью физики и тем самым. помочь ей своими.
математическими. знаниями,

В главе 9 развиваются методы. и процессы численного анализа,
необходимые для_ численной постановки. задачи. загрязнения и ее
решения на ЭВМ. Здесь отмечается тесная взаимосвязь межди
физической сущностью явления и моделированием.

В четырех приложениях, помещенных в конце книги, содержится
специальная информация по некоторым_вопросам. В приложении
/ приводятся данные по гидрогеологии, достаточные для правиль-
ного понимания движения подземных вод и их загрязнения. В при-
ложении /Г излагаются основы. геофизических методов, которые
широко используются в полевой практике для обнаружения загряз-
нения без нарушения среды при ограниченном числебуровых скважин.

ЛПриложение !1 является краткой сводкой осковных алгебраи-
ческих поняпий, необходимых для понимания методов, изложенных
в главе 9. Специалист, не являющийся математиком, такой как
геолог, должен_ уметь построить математическую модель, поль-
зуясь приложением. Г1Г и главами 5 и 9.

Приложение ГУ представляет. собой описание международных
норм, касающихся питьевой воды и порогов концентрации, исполь-
зуемых при изучении загрязнений.

Для инженера наиболее полезны главы 8, 4, 5, 6 и 9, в которых
даны практические знания и решения задач, связанных с загрязне-
нием. Если. такой практик: отвечает целиком. за проект, то ему
может оказаться полезной глава 7.

Специалист по прикладной математике или ученый-исследова-
тель заинтересуются главами 2 и 8, которые являются теорети-
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ческими и тесно связанными с лабораторными опытами. Конечно,
им следует. прочитать и другие главы, объясняющие физическую
картину явлений.

Эта книга может быть использована как учебник, обеспечиваю-
ший понимание и количественную оценку проблем. загрязнения
подземных вод. Мы чувствуем, что глава 8 может быть пропущена,
за исключением раздела &.4.1, который является введением в теорию
жоделирования. На студенческом уровне глава 2 по дисперсии
представляет. собой основу для лабораторных и математических
работ; специалисту следует. изучить главы по методике (83 и 7)
и по полевым экспериментам.



ВВЕДЕНИЕ

Загрязнение становится все более и более растущим чудовищем,
которое угрожает нашей цивилизации (по меньшей мере остав-
шейся ее части), — Молохом, который в конце концов проглотит
нас. Именно так утверждают средства массовой информации и
может быть это так; но возможно, что такой прогноз ошибочен
или, по крайней мере, слишком пессимистичен. Мы чувствуем, что
реальная опасность — не загрязнение, а игнорирование проблем
загрязнения. Эта книга, построенная на примерах загрязнения
подземных вод, представляет собой попытку объяснить и коли-
чественно оценить проблему и показать, что опасностью загрязне-
ния нельзя пренебрегать, но, разумеется, её не следует и преуве-
личивать. В книге подчеркивается, что задачи загрязнения могут
быть описаны хорошими физико-математическими теориями и что
эти задачи имеют технические и математические решения. Акцен-
тируется тот факт, что обычные приемы, математические и экспе-
риментальные, разработанные в других областях, могут с успехом
применяться в большинстве случаев загрязнения, после того как
установлены правильные условия их применения. Кроме того,
в ней показано, что борьба с загрязнением хорошо укладывается
в рамки обычных финансовых и технических. возможностей любой.
страны. Это скорее вопрос желания, организации и технического.
мастерства, нежели вопрос денег.

В книге подчеркивается важность математического моделиро-
вания как необходимой практической основы предлагаемых мето-
дик, а также содержится предостережение читателю, что любая
математическая модель, по определению, представляет собой
приближение к действительности. Так же как эффективное исполь-
зование инструмента зависит от рабочего, эффективное применение
модели зависит от исследователя и, вероятно, более от его физи-
ческого мышления, чем от математических способностей. Отличный
математик без физического склада ума не может быть хорошим
специалистом по моделированию. Им может оказаться хороший
физик или инженер с осповами математических знаний.

Короче говоря, мы надеемся доказать, что решение задач
загрязнения подземных вод может быть достигнуто, и мы приводим.
некоторые приемы получения этих решений. Эти приемы базиру-
лотся на лабораторных и полевых экспериментальных методах,
математическом моделировании и характеризуются постоянным
сопоставлением математического аппарата и физической сущности
явлений.



ГЛАВА 1 а

ОБЩЕЕ ОПИСАНИЕ ПРОЦЕССОВ ЗАГРЯЗНЕНИЯ
ПОДЗЕМНЫХ ВОД

1,1, ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПОНЯТИЯ ЗАГРЯЗНЕНИЯ
ПОДЗЕМНЫХ ВОД

"Теоретически для существования человеку достаточно всего
5 л воды в день и иногда меньше. Помимо того, для бытовой и лич-
ной гигиены человеку нужно от 40 до 50 л воды в день; больше воды.
требуется для сельского хозяйства, сельский житель нуждается
по крайней мере в 100 л воды в день. В промышленных районах
обычно требуется 400—500 л воды на жителя. Для удовлетворения
столь быстро растущего спроса на воду следует постоянно освай-
вать существующие водные ресурсы и искать новые источники.
Необходимо мобилизовать все имеющиеся источники и в особен-
ности подземные воды.

Вследствие очищающих свойств грунтов подземные воды обычно.
являются хорошим источником питьевой воды; они также исполь-
зуются для ирригации и орошения, а там, где поверхностных вод
мало, — для промышленных нужд. Во многих аридных и полу-
аридных зонах именно подземные воды являются главным источ-
ником водоснабжения. Водоносный горизонт образует естественное
хранилище воды обычно высокого качества. Хотя подземные воды.
лучше защищены, чем поверхностные, но и они подвержены
загрязнению, т. е явлению, которое может быть определено сле-
дующим образом.

Загрязнение — это изменение физических, химических и биоло-
гических свойств воды, ограничивающих или исключающих их
использование в различных направлениях, где вода обычно играет
существенную роль.

1,2. ИСТОЧНИКИ ЗАГРЯЗНЕНИЯ
ПОДЗЕМНЫХ ВОД`

Загрязнения подземных вод по своему происхождению подраз-
деляются на четыре основные группы: промышленная, бытовая,
сельскохозяйственная и природная, каждая из которых в сВою
очередь подразделяется на два типа — постоянный и случайный.

1. Промышленное загрязнение привносится в водоносный
горизонт следующим образом:

— с использованными водами, содержащими химические соеди-
нения и следы элементов (таких, как металлы, например), или
имеющими довольно высокую температуру. Радиоактивное за-

9



трязнение от атомных электростанций может поступать в водонос
ный горизонт таким же путем;

— с дождевой водой, инфильтрующейся через отвалы про-
мышленных отходов;

— при авариях трубопроводов.
Э. Бытовое загрязнение поступает в Водоносный горизонт:
— с дождевой водой, инфильтрующейся на полях фильтра-

ции;
— при авариях, например септических — резервуаров.
3. Сельскохозяйственное загрязнение происходит в СсВязи

е выносом ирригационными или дождевыми водами удобрений,
минералов, солей, гербицидов и пестицидов.

4. Природное загрязнение происходит, главным образом,
вследствие внедрения морской воды в прибрежный водоносный
горизонт.

Замечание. Бактериологическое загрязнение возникает
главным образом в бытовых отходах, таких, как фекальные стоки,
и специально в данной работе не рассматривается. Основные воз-
можные загрязнители и индикаторы загрязнения приведены ниже.

Общая минерализация Свободный угле- — Фосфаты (НРО}-)
кислый газ

ХПК (химическое _ поглощение Бикарбонаты Цинк
кислорода) (НСО,)

БПК (бнологическое ноглощение — Железо (Ее!) Свинец
кислорода)
Уггероя (органических соединений) — Общее железо (Рег+ — Медь

"

Водород (органических соединений) — Марганец Мышьяк
Азот 'Натрий Кремний
Дстерленты Калий Температура
Фенолы! Кальций НКислород Магний В оводимость
Сульфаты (503-) Общая жесткость — Редокс потенциал

Сероводород. Хлориды
Нитраты (No5) Фториды.
Нитриты (ХО3).
Аммоний (NoНУ).

Присутствие этих элементов и соединений в воде не обязательно
означает, что она загрязнена. Действительно, критерии загрязне-
ния зависят от характера использования воды: например, питьевая
вода может также использоваться и для личной гигиены, отдыха
(плавательные бассейны) и ирригацим. Хорошо известно, что
в последних случаях опасность меньше, чем при использовании
воды для питья, и не существует никаких норм и международных
правил для контроля качества. Международные нормы рекомендо-
ваны Всемирной Организацией Здравоохранения (1972 г.) только
для питьевой воды. Эти нормы представлены в приложении Г.
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1.8. ФИЗИЧЕСКАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА ЗАГРЯЗНЕНИЯ
ПОДЗЕМНЫХ ВОД

Внимательное рассмотрение перечисленных выше загрязните-
лей, а также уровней допустимых загрязнений и предельных
содёржаний (см. прилож. ГУ) показывает, что наиболее опасными
и частыми формами загрязнения подземных вод являются загрязни-
тели, смешивающиеся с водой водоносного горизонта; если они не
смещиваются, то их критические массы достаточно малы, чтобы их
можно было рассматривать как индикаторы воды, и движение
«меченой» воды в воде является лучшим примером переноса смеси,
Конечно, нефтяное загрязнение несмесимо с водой, но было пока-
зано 1691, что нефть, достигающая нефтеносного горизонта, не
движется больше вниз, и что загрязнение скважин углеводородами
может происходить благодаря растворимым компонентам или
легким элементам, которые ведут себя как трассеры. Их движение
может быть описано теорней массопереноса смешивающихся
жидкостей.

Эти рассуждения, которые подтверждаются ` большинством
полевых экспериментов, приводят нас к тому, чтобы в основу этой
книги положить теорию движения двух несмешивающихся жидко-
стей, характеризующихся явлениями дисперсии. Все же мы при-
нимаем в расчет тот факт, что поведение смешивающихся жидко-
стей иногда хорошо описывается при условии пренебрежения
эффектами смешения: это случаи некоторых крупномасштабных.
исследований, а также, например, движение загрязнения по наибо-
лее предпочтительным путям, особенно когда количества загрязне-
ния очень малы, а их токсичность довольно высока,

Короче говоря, загрязнение подземных вод управляется диспер-
сией (случай дисперсии), за исключением тех случаев, когда его.
движение, обусловленное скоростью воды, намного значительнее,
чем его смешение с водой водоносного горизонта (конвективный
случай). Описываются оба случая и их связи.



ГЛАВА 2
ТЕОРИЯ ДИСПЕРСИИ В ПОРИСТОЙ СРЕДЕ

`Теория дисперсии в пористой среде представляет собой каче-.
ственное описание и количественную оценку поведения смешиваю-

щихся жидкостей, замещающих друг друга в пористой среде.
При совместном движении двух жидкостей в начальный момент

времени образуется резкая граница раздела, которая преобразу-
ется в переходную зону, по мере того как различия между физиче-
скими свойствами жидкостей (например, концентрации) выравни-
ваются со временем. Этот общий эффект является результатом
одновременного влияния различных физико-химических явлений
таких, как молекулярная диффузия, а также следствием изменчи-
вости проницаемости пористой среды.

Исторически теория дисперсии развивалась в три этапа.
1, Лабораторные эксперименты, изучающие распространение

смещивающихся жидкостей в пористой среде,
2. Изучение математических процессов‚ вывод уравнений и

формул, описывающих лабораторные эксперименты и обеспечиваю-
щих объяснение их результатов, а также общих уравнений меха-
низма дисперсии.

3. Применение формул и уравнений дисперсии к натурным
исследованиям и реальным загрязнителям.

Лабораторные эксперименты, математическая интерпретация и
теория неотделимы и в значительной степени зависят друг от друга.
Применение теории дисперсии в натурных исследованиях началось
сравнительно недавно, но она быстро получила широкое распро-
странение из-за настоятельной необходимости прогноза и контроля
загрязнений подземных вод. Использование теории дисперсии
в натурных исследованиях показывает, что прогнозные оценки

не всегда совпадают с действительностью. Таким образом, возни-
кает новый этап исследования — возврат к лабораторным экспе-
риментам и систематическим полевым опытам с целью усовершен-
ствования теории [1101.

2.1. ОПИСАНИЕ ПРОЦЕССА ДИСПЕРСИИ

2.1.1. Простой пример

Пусть цилиндрическая трубка заполнена пористой средой и
насыщена чистой водой. В начальный момент времени # = )
в трубку вместо чистой воды начинает поступать раствор вещества
с концентрацией С,. Профиль концентрации в начальный момент
времени представлен ступенчатой функцией (рнс. 2.1.1). Поток
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Рис. Э.1.1. Развитие переходной зоны —н — й-, Ча
во времени &

4 'Ё(%
’%

) 29% =®
Рис. 2.1.9. Компоненты _ дисперсии.
Частицы жидкости: / — в момент времени ( 2 — в момент времени { -- & 3 — на»
правленне потока

жидкости является одномерным, скорость подачи раствора по-
стоянная, предполагается также, что физико-химические процессы,
подобные, к примеру, адсорбции, между жидкой и твердой фазой.
отсутствуют. Концентрация вводимого химического компонента
изменяется во времени; профиль концентрации во времени имеет
типичный $-образный вид (см. рис. 2.1.1).

Переходная зона представляет собой участок, на котором
концентрация вводимой жидкости изменяется от 0 до С. Ширина
переходной зоны увеличивается со временем, Это является резуль-
татом типичного проявления дисперсии, количественное описание
которой ведет к различным уравнениям дисперсии,

2.1.2. Понятие дисперсии.

Дисперсия потока жидкости в пористой среде — это образова-
ние и развитие во времени переходной зоны между областями рас-
пространения двух фаз различного химического состава,

Образование и развитие переходной зоны между двумя движу-
щимися смешивающимися жидкостями может быть объяснено
тенденцией к выравниванию концентрации в растворе, ХОтЯ МЫ
еще увидим, что механизмы дисперсии являются комплексными и
не могут рассматриваться с одной точки зрения.

2.1.3. Механизмы дисперсии

Дисперсия представляет собой результат одновременного дей-
ствия: как чисто механических, так и физико-химических процес-
сов.
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Главный аспект дисперсни

Рис. 2.1.4. Влия!
1 — момент времени

е диффузии. на дисперсию.
; 2 — момент времени # + А

1. Механическое воздействие: при движении жидкости в по-
ристой среде имеет место неоднородность поля скоростей. Это
приводит к различным граничным эффектам на поверхности
твердой фазы:

1) известно, что жидкость обладает вязкостью, а скорость
жидкости на поверхности твердой фазы равна нулю. Это создает
градиент скорости в жидкой фазе, подобно тому, что мы наблюдаем
в капиллярных трубках (рис. 2.1.2, а);

2) изменение размеров пор также приводит к неоднородности
поля максимальных (вдоль продольных осей пор) скоростей
(рис. 2.1.2, б);

З) направления элементарных линий тока в отдельных порах
отклоняются от среднего направления потока (рис. 2.1.2, в).

Все эти механические эффекты проявляются одновременно и
приводят к «механической дисперсии» (рис. 2.1.3).

Изучение этих элементарных явлений наводит на мысль о геёо-
метрическом аспекте дисперсии: а именно — о существовании
двух основных эффектов, первый из которых проявляется в на-
правлении А средней скорости и вызван неоднородностью поля
скоростей вдоль А, а второй проявляется в плоскости перпенди-
кулярной А, причина его — неоднородность поля скоростей
в данной плоскости. Эти эффекты соответственно названы «продоль-
ной дисперсией» и «поперечной дисперсией». Мы увидим далее,
что эти эффекты являются фундаментальными как в теории диспер-
сни, так и в её приложении к проблемам загрязнения.

2. Физико-химическое воздействие: физико-химическая дис-
персия сводится к молекулярной диффузии, которая возникает
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при наличии химического потенциала; последний коррелирует
с концентрацией вещества. Молекулярная диффузия имеет место
и в покоящейся жидкости.

Как в случае механической дисперсии, влияние молекулярной
диффузии может быть подразделено по типам. Рассматривая для
упрощения поток как совокупность трубок тока, будем различать
два типа диффузии: <

1) внутри трубки — концентрация вдоль оси трубки имеет
тенденцию —к — выравниванию. — Это — продольный — эффект
(рис. 2.1.4, а);

9) между двумя примыкающими друг к другу трубками —
перенос массы вещества, также приводящий к выравниванию
концентраций. Это поперечный эффект (рис. 2.1.4, 6 и в).

В действительности молекулярная диффузия всегда имеет
место в процессе дисперсии и является наиболее важным факто-
ром, регулирующим механическую дисперсию. Она в значительной
степени определяет поперечную дисперсию и делает возможной
аналогию между математическими представлениями дисперсии н

теплопереноса.

2.1.4. Характерные параметры дисперсии

Выделяют два вида характерных параметров дисперсии: пара-
метры, числовые значения которых характеризуют дисперсию
количественно, и параметры, оказывающие влияние на процесс
дисперсии.

Параметры, характеризующие дисперсию количественно. Ко-.
личественный подход к дисперсии требует определения уровня и
масштаба, на которых проводятся измерения. Понятие масштаба
имеет большое значение в физике и особенно в теории течения
жидкости в пористой среде; оно будет являться доминирующим и
в нашем курсе в качестве фундаментального понятия методики,
управляющей изучением загрязнения подземных вод.

В теории дисперсии обычно используются три основных
уровня: микроскопический, внутрипоровый и макроскопический.

Локальный (микроскопический) уровень,
На этом уровне параметры описывают физическую величину
в точке, т ©. в «бесконечно малом» элементе объема, сопоставимом
с молекулярно-физическим уровнем. Это — обычный - уровень,
принятый в механике жидкости, где, к примеру, движение подчи-
няется уравнениям Новье—Стокса.

Внутрипоровый уровень. На этом уровне пара-
метры определяются путем осреднения соответствующих локаль-

ных параметров в конечном объеме жидкости. В пористой среде
на этом определении основывается понятие «поровые величины»
(такие, как действительная скорость фильтрации), и осреднение
берется по серии пор. Осреднение определяется в каждом конкрет-
ном случае, особенно при неаддитивности величин.
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Макроскопический уровень. Этот уровень изу-
чения используется в теории движения жидкости через пористую.
среду с целью определения непрерывного эквивалента для всей
совокупности жидкости и твердой фазы. Параметры определяются
путем осреднения соответствующих локальных параметров в ко-
нёчном объеме пористой среды.

Дисперсия определяется тремя физическими величинами (т. е.
величинами, которые имеют прямой физический смысл и числовые
значения которых могут быть определены непосредственно, по
крайней мере теоретически) и рядом математических величин
(т. е. величин, являющихся результатом математической интер-
претации теории дисперсии). Физическими величинами являются
плотности, концентрации и скорости. Математические величины
называются «коэффициентами дисперсии» '.

Плотности, Символ р используется только для обозначе-
ния обычной плотности при изучении дисперсии на внутрипоровом
и макроскопическом уровнях. На этих уровнях изучения р,
является удельной плотностью компонента # а р — удельной
плотностью раствора. Мы можем иногда использовать р на микро-
скопическом уровне исследований, но тогда этот символ всегда
соединяется с символом скорости или концентрации, который и
определяет масштаб (например, ри является характеристикой
движения на микроскопическом уровне изучения), Имеем:

р= ;и„

где с; — концентрация, понятие которой определяется ниже.
Концентрации. Могут быть использованы различные

определения микроскопической концентрации вещества А в рас-
творе М.

Массовая концентрация представляет собой массу т вещества
А в малом объеме о раствора, деленную на объем @:

те

`Такое определение концентрации полезно в том случае, когда
смешение происходит без изменения объема, т. . общий объем ©
раствора двух химических веществ с начальными объемами @,
м © определяется как:

о
„Массовая доля с* представляет собой массу , вещества А,

деленную на массу т,, вещества М, содержащихся в некотором
объем‹

* = тутьь

* Обозначения: `строчные буквы используются дая описания микросколи-
ческого уровня, а прописные — для описания макроскопического и внутри-
порового уровней.
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* — параметр, который не зависит от физико-химических
способов смещения веществ. с и с* связаны взаимоотношением:

с= рс*,

где р — плотность раствора.

Молекулярная концентрация см представляет собой число лд
молекул вещества А, деленное на объем раствора @, который
содержит эти молекулы, или:

сц = па/0.

Молекулярная доля см представляет собой число ла молекул
вещества А в объеме раствора, деленное на общее число лу смеси
молекул раствора в некотором объеме:

©М = па/пт.

На внутрипоровом уровне могут быть использованы те же
определения, но отнесенные к ббльшему объему. В этом случае
массовая концентрация обозначается С, массовая доля С*, моле-.
кулярная концентрация СМ и молекулярная доля См.

Локальные (микроскопические) скорости
Различные 2е компоненты раствора движутся с неодинаковыми
скоростями и;. Обычно используются два определения средней
локальной скорости. Средняя массовая скорость й:

и ‹(; с,н‚)/ },Ёс,) :();, с‚щ)/ Г

тде с, — массовая концентрация {-го компонента,
Средняя молекулярная скорость им:

(3бии) /( 6)и

где Сму — молекулярная концентрация {-го компонента.
Эти скорости соотносятся со стационарными координатными

осями. Однако диффузия и дисперсия являются в основном относи-
тельными явлениями и поэтому можег представлять интерес введе-
ние относительной скорости, определяющей движение одного из.
компонейтов по отношению к движению раствора: величина и; — ц
представляет собой скорость диффузии или дисперсии г-го компо-
нента по отношению к скорости и, а и; — им — скорость диффузии
или диеперсии -го компонента по отношению к иу. Скорости
ш, ш и иу в механике течения жидкости являются обычнымн.
локальными, или микроскопическими скоростями. _ #* -

Определение средней скорости/ на внут-
рипоровом и макроскопическом, уровнях,

В любом объеме жидкости В (например, в объеме трубки тока или
в объеме нескольких пор) средние скорости определяются следую‹'
щим образом. а Ч

п



Средняя массовая скорость раствора:

у= (і р...ь‹) /(! рйх) й

Средняя массовая скорость (/; одного из компоненто!

и = (і с,и,яіх) / (Ь{ /:,‹іх) ;

(И можно также определить по формуле:

и= ( 5 с '(а
На макроскопическом уровне скорость является обычной

скоростью фильтрации У. Когда величина / определяется для
большого числа пор, она связана с И соотношением;

и = У/Ф,

тде ® — пористость среды.
Коэффициенты дисперсии и диффузни.

Математическая модель явлений дисперсии и диффузии сводится
к дифференциальному уравнению в частных производных, коэффи-
циенты которого (называемые коэффициентами диффузии или
дисперсии) обычно являются измеряемыми параметрами, исполь-
зуемыми в расчетных оценках; например, они входят в формулы,
описывающие ширину переходной зоны.

Эти коэффициенты имеют физическую размерность 137`
Можно показать, что они являются тензорными величинами.
В дальнейшем будем использовать символ О для обозначения
тензора диффузии (0/ — для компоненты тензора) и К — для
обозначения тензора дисперсии (К — для компоненты тензора).

Параметры, непосредственно влияющие на дисперсию. Эти
параметры могут быть разделены на группы: 1) параметры, харак-
теризующие пористую среду; 2) характеристнки жидкости; З) ха-
рактеристики смешения вещества.

Пористая среда. Она влияет на дисперсию своей
геометрической структурой. В общем случае можно определить
эту структуру, пользуясь теоретическими положениями дифферен-
циальной геометрии и вводя координаты и кривизну для каждой
точки поверхности поры. Такая полная характеристика геометри-
ческой структуры пористой среды не может быть получена экспе-
риментально, и это требует использования осредненных парамет-
ров. Обычно используется два ряда геометрических характеристик
пористой среды 1239].

В первый ряд входят коэффициент пористости или пористость
Ф и проницаемость Ё, отвечающая закону Дарси. Среда считается
сплошной.
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Рис. 2.1.5. Кривые смешения для двух- (а) н трехкомпонентных (6) растворов-
1 — смешение имеет место, 2 — смешение отсутствует; @ — температура

Во второй ряд входят параметры, посредством которых стре-
мятся отразить следующие поровые характеристики: удельную

поверхность, представляющую собой отношение поверхности пор
в образце к объему образца; распределение зерен по размеру —
для неконсолидированной среды; распределение пор по размерам,
которое может быть определено различными способами; степень
консолидации.

Если на поверхности пор имеют место физико-химические
процессы, такие как адсорбция, то необходимо учитывать хими-
ческий состав породы.

Жидкая фаза. В целом жидкая фаза характеризуется
скоростью и плотностью, причем оба эти параметра определяются
как функции ее химического состояния. Может случиться так, что
жидкости смешиваются неполностью, в этом случае необходимо.
использовать кривые смешения жидкостей, чтобы выяснить, будет
ли дисперсия иметь место [253]. На рис. 2.1.5 представлены
кривые смешения для двух- и трехкомпонентных растворов (соот-
ветственно рис. 9.1.5, а и б).

Поскольку, как отмечалось выше, молекулярная диффузия
представляет собой важную составную часть дисперсии, то коэффи-
циент диффузии О для`бинарного раствора является одним из
параметров формул дисперсии.

Характеристики смешения вещества, На
дисперсию влияют два показателя смешения: распределение

скоростей и расстояние, пройденное переходной зоной.

2.2. КОНЦЕПТУАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ

ДИСПЕРСИИ

Для математического описания механизма дисперсии двух
смешивающихся жидкостей в пористой среде разработано не-
сколько моделей, которые можно подразделить на три категории:
теометрические, статистические геометрические и вероятностные.

Эти модели подробно рассмотрены в работах Ррида и Комбарну
{1101, Бэра [171.

Геометрические модели были первыми довольно простыми
попытками объяснения дисперсии и не являются представитель-
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ными. Они образованы набором капилляров (один капилляр
1959, 260 | или серия капилляров, соединенных между собой или
независимых друг от друга. В капиллярах изучалось асимптоти-
ческое поведение двух смешивающихся движущихся жидкостей
на фоне проявления молекулярной диффузии и неоднородности
поля скоростей в поперечном сечении капилляра. Такне модели
представляли специфическую пористую среду и не могли обоб-

щаться, а также не учитывали поперечной дисперсии.
Следующий шаг в изучении дисперсии — использование вероят-

ностных капиллярных моделей [237, 238, 60 ], которые представ-
ляли системы пор правильной формы, распределенных и ориенти-
рованных случайно и соединенных 'между собой. Их размеры
соответствовали реальным, характерным для природных поровых

сред. В таких моделях рассчитывалась функция распределения
смешения частиц в порах по истечении определенного периода
времени, которая и характеризовала величину дисперсии.

Поры правильной формы не соответствуют реальной пористой
среде, однако на таких моделях появилась возможность учесть

поперечную дисперсию и оценить её роль по отношению к про-

дольной дисперсии.
Статистические геометрические модели значительно усовер-

шенствованы Бэром и Бахметом [181; они достаточно хорошо
описываются ‘уравнением дисперсии, используемым в настоящее
время во всех практических расчетах по изучению загрязнения.

По этой причине рассмотрим более детально данный подход 117 1,
Авторы используют положение о трех уровнях регулярности

дисперсин (см. раздел 9.1.4). Их модель представляет собой
набор случайно взаимосвязанных между собой каналов различных
длин, поперечных сечений и орнентаций. Каждый канал, ограни-
ченный твердой поверхностью, представляет собой трубку тока,
ось которой является аналитической кривой. Общий объем соеди-
нений между каналами намного меньше, чем объем самих каналов.
При этом в точках соединений каналов функциональные зависи-
мости между параметрами потока, такими как скорости и давления,
и параметрами канала нарушаются. Жидкость несжимаемая
ньютоновская, с изменяющимися плотностью и вязкостью. Режим
потока ламинарный; конвективное ускорение отсутствует, а потери
энергии в точках соединений каналов малы по сравнению с поте-
рями в самих каналах.

Расчеты проводятся в три этапа, согласно трем уровням регу-
лярности: 1) вывод уравнений сохранения массы и движения для
частиц жидкости в канале; 2) осрёднение уравнений по сечению.
канала с целью получения локальных уравнений; 3) осреднение
локальных уравнений в представительном элементарном объеме
среды для получения уравнений на макроскопическом уровне.

Представительный элементарный объем (ПЭО) в точке опреде-
ляется по отношению к пористости: это минимальный объемный
элемент, содержащий данную точку, пористость которого инва-
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риантна по отношёнию к дальнейшему увеличению его раз-
меров.

Осреднение @ величины а в представительном элементарном
объеме Ао, с центром в точке Р определяется интегралом:

!а(Р)= арт ] «,
ФАг (Р)

тде @ — элемент порового объема; ®Ф — пористость, значение @
принимается дважды дифференцируемым в любой точке простран-
ства.

Далее получаем следующие уравнения.
1. Уравнение сохранения массы:

_ — д ([рури д6 — —\ _ — д (ФАво)/дх!а ал (пт . с„) са а (2.2.1)

где

а8 а! [ аа \2ТНа ) х
Ао, — объем ПЭО; & — декартова координата точки в канале;
с’и 5 — соответственно криволинейные абсциссы точек на линии
тока в канале и на оси канала, отсчитываемые от одного и того же
конца канала; : — коэффициент молекулярной диффузии.

Микроскопический массовый расход потока, претерпевшего.
дисперсию си', состоит из двух частей: с(/' — конвективный
перенос со средней скоростью в ПЭО и сй! — конвекция, отвечаю-
щая флюктуации локальной скорости:

сиё == с/ -- ой, (2.2.2)

Далее считаем:

ат = — К- 2.9.@ КИ ы (2.2.3)

причем К вычисляют по зависимост:

оо р р РГЁКч = @ -- [п а‚'.›т»-дд_„(д—) й (2.2.4)

тде /. — средняя длина канала; а — характерный размер сечения;
( — средняя массовая действительная скорость фильтрации;
Ф — коэффициент молекулярной диффузии. Жидкость несжимае-
ма. Уравнения (9.9.1), (2.2.2) и (2.2.3) дают:

д8 д д— гиг] . киу_д8_ д (ФА0о)/дхооа О ЕО ат ОГЕ са
(2.2.5)

` в правой части уравнения учитывается неоднородность среды.
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9. Уравнёние нёразрывности для нёоднородной жидкости:
пр а2ОИ д61 е , _д5_д (ФАо)/дх9Г ой [(Ш ’+К‘,)Ё] 0 ох Н‹’П”_т‘

тде р — плотность жидкост“' (2.2.6)

З: Уравнение движения:

г = — & ( 9В ра де \ — ВВ ди'Фи (дк’ ТИ дх’) оК ВА О
тде В — проводимость канала; & = ФВТИ — проницаемость,
Это уравнение получено при условии, что плотность и вязкостЬ
зависят линейно от концентрации, корреляционные связи между
давлением и пористой средой, а также между жидкостью и средой
отсутствуют; считается, что диффузией можно пренебречь.

Другой подход, сугубо вероятностный, также дал возможность
получить уравнение дисперсии, подобное (2.2.5), но физический
смысл коэффициентов дисперсии при этом не столь ясен, как
в определении (2.2.5).

Для того чтобы свести к минимуму число предположений
о геометрии пористой среды,. вполне` естествен концептуальный
подход к общему представлению дисперсии. Это приводит к вероят-
ностным моделям 1239 ], основанным на предположении о том, что
пористая среда полностью определена, хотя сведения о ней носят
случайный характер. Наиболее общий путь моделирования такой
снтуации заключается в представлении среды рядом случайных
переменных. Шейдеггер дает некоторые концептуальные правила
для этого типа модели:

1) должны быть сделаны предположения об осредняющих
свойствах пористой среды;

9) должны быть заданы зависимости между силами, действую-
щими на жидкость, свойствами самой жидкости и скоростью в тече-
ние элементарного интервала времени;

3) должны быть выбраны вероятностные законы для каждого
события на период элементарных интервалов времени.

Он получает модель случайного блуждания в однородной и
изотропной пористой среде. Время разбивается на элементарные
интервалы, и события в каждом интервале являются независимыми
от таковых в другом интервале. Считается справедливой эргоди-
ческая гипотеза: среднее значение величины в пористой среде
равно пределу осреднений некоторых величин в заданной точке
среды по времени. Отклонения скоростей от средней скорости
являются случайными, а поток — ламинарным. Концентрация
вещества жидкости в какой-то точке потока отвечает вероятности
нахождения частицы в этой точке. Результатом является уравнение
диффузии:
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для одномерного потока с постоянной скоростью. Эксперименталь-
ные исследования позволяют обобщить это уравнение:

-% -- И/ ва с — @у (К дга о),
где / — действительная скорость фильтрации и К — тензор
дисперсии. Данное уравнение аналогично уравнению Бэра для
случая однородной среды и постоянной скорости потока.

Уравнение дисперсии может быть усовершенствовано [110]
по аналогии с диффузионным массопереносом. В случае молеку-
лярной диффузии перенос зависит от градиента С* — безразмер-
ного числа, выраженного через отношение масс; уравнение диффу-
зии имеет 'вид: ' н

« (Рр® кга С*) — @ ( Ср” ) = 1629
или

« (Ор® вга С*) — @м (С0) = -6

"Такая форма записи предполагает, что для общего случая
явление дисперсии может вполне удовлетворительно описываться

уравнением:

Ф (Кр® дгач С*) — @у (СИ) = дС/д1. (2.2.8)

Для случая трассера эта форма записи уравнения аналогична
обычной, когда р является константой:

Фу (К® вгай С) — @у (СИ) = дС/дЁ, — рС* = С.

Как и в случае смешивающихся жидкостей с различными плот-
ностями, уравнение (2.2.8) может быть использовано и когда р
зависит от концентраций. Обратим внимание, что имеет место
корреляционная зависимость между уравнением неразрывности

жидкой фазы и уравнением дисперсии.
При диффузии двух компонентов 1 н 2 из принципа взаимности

Онзагера следует, что коэффициент диффузии компонента Ф
в компоненте 1 будет тем же, что и коэффициент диффузии компо-
нента 1 в компоненте 9. Аналогично можно предположить, что
коэффициенты дисперсии не зависят от состава раствора.

Для двухкомпонентного раствора уравнения дисперсии имеют
вид:

« (Ко® вга С?) — @ (С:/) = -5 ( =1 н ). (2.2.9)

Согласно предыдущему замечанию, К не зависит от /. Прини-
мая во внимание определение значений С и С*, а также равенства
С, + С. = ри С + С} = 1 можно получить уравнение неразрыв-
ности сложением выражений вида (2.2.9) для { = 1 и { — 2:

Ф [Кр® агаа (С? -- С3)] — & [(С1 -- С») И) = д (С, -- СЕ
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@у (р/) -- др/дЕ = 0

Это значит, что система, включающая в себя только одно урав-
нение дисперсии и уравнение неразрывности, достаточна для
правильной постановки проблемы дисперсии.

2.3. КРИТИКА КЛАССИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ
ДИСПЕРСИИ

Уравнение, называемое «общим уравнением дисперсии», полу-
чено с помощью различных методов. Это уравнение представляет
собой математическую модель, используемую в настоящее время
для описания реальных случаев дисперсни, связанных с загрязне-
нием подземных вод.

Как это и подразумевает само понятие «модель», это уравнение
имитирует реальное явление и тем самым обеспечивает аппрокси-
мацию `дисперсии, основанную на различных допущениях, со-

гласно предыдущему разделу. Проблема состоит в том, чтобы
выяснить, будут ли погрешности этой аппроксимации соответ-
ствовать погрешностям, допускаемым в различных экспериментах

по изучению дисперсии.

Мы увидим, что в отношении характера и точности полевых
результатов, а также точности определения коэффициентов данной
модели 1п $!!и, это уравнение достаточно корректно и дает резуль-
таты в пределах экспериментальных погрешностей. Однако на
уровне точных лабораторных экспериментов появляются некото-
рые расхождения между теоретическими и экспериментальными

результатами. Сейчас мы проиллюстрируем эти расхождения и
предложим возможные способы усовершенствования концептуаль-
ного представления явления дисперсии.

2.3.1. Экспериментальные результаты

Ряд экспериментальных лабораторных результатов, получен-
ных независимо друг от друга разными исследователями, являются

источником сомнений в обоснованности классического уравнения
дисперсии. Эти исследователи отмечают расхождения между
экспериментальными и теоретическими результатами, получен-

ными при применении классического уравнения дисперсии к их

лабораторным данным. Они показали, что в основе этих различий
лежит нечто большее,”нежели только экспериментальные погреш-

ности. я
`Наличие систематических ошибок отметил Шейдеггер [239]

(рис. 2.3.1). Он пытался объяснить их вычислительными ошибками,
связанными с заданием граничных условий на конечных расстоя-
ниях, что, однако, не подтвердилось. Он также предположил
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в своей теории, что временные шаги не являются независимыми и
допустил наличие автокорреляции между последовательными
лшагами *. Для того чтобы обеспечить корреляцию между направ-
лениями, по которым частица движется в моменты времени #
и Е + т, он использовал коэффициент корреляции Лагранжа & (х)
в системе координат, движущейся со средней скоростью потока;

® (©) =11(0: Я -РО
Шейдеггер заканчивает свою теорию телеграфным уравнением:

д% д%. оФ д°% д° д°та ЕОа Кеда —А(Ш ай 20 паг + дл)'
тде А и К зависят от динамических параметров, таких как скачок
давления. К сожалению, это уравнение дает решения, которые не
соответствуют - экспериментальным — результатам (рис. 2.3.9):
в точке х” = (К/А)/® { имеет место разрыв, перемещающийся со.
скоростью (К/А)\?.

Гуднайт, Фэтт, Коатс и Смит 143, 129, 130 ] пытаются объяснить
наблюдаемые различия между теорией и экспериментом наличием
тупиковых пор (рис. 2.3.3), в которых жидкость неподвижна и
массоперенос вещества осуществляется только путем молекуляр-
ной диффузии.

Фэтт выводит общее уравнение диффузии с учетом существова-
ния тупиковых пор, предполагая однородное их распределение
в среде, отсутствие связей между ними и стационарность диффу-
зионного потока через устья этих пор.

Он получает систему:
д0 _ _р д06 _ \4 С,

Ээ та
дС, рА, .
— = тр С- С,

где О — коэффициент диффузии, С‚ (х, ©) — концентрация в тупие
ковых порах, @ — извилистость среды, И, — объем _проточных
каналов, И, — общий объем тупиковых пор, У, — объем ‘одной.
тупиковой поры, 4, и А, — длина и поперечное сечение устья
тупиковой поры (рис. 2.3.4). Эти уравнения ограничиваются
рассмотрением диффузионного процесса,

Аналогично, распространяя на дисперсионные процессы, Коатс
и Смит выводят следующее макроскопическое уравнение:

дс. дс’ д° де,ат РОч — оаО 0
тде / — часть порового объема, занятого движущейся жидкостью
и с((х, #) — концентрация в тупиковых порах в точке х в момент:

* Напомиим, что речь идет о методе случайного блуждания. — Прим. ред.
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%
Рис. 2.3.1, Сравненне расчетной кривой Шейдегтера с экспериментальными
результатами

Рис. 2.3.2. Решение телеграфиого уравнения ТШейдегтера [239]
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Рис. 2.3.3. Тупиковые поры в гранулированной среде
Рис. 2.3.4. Устье тупиковой поры.

времени /; это значит, что без учета тупиковых пор (/ = 1) уравне-
ние (2.3.1) представляет собой классическое макроскопическое
`уравнение. К (2.3.1) может быть добавлено уравнение диффузии
в тупиковой поре:

за -д=01-)- , :
тде } — коэффициент массообмена между тупиковыми и откры-
тыми порами. Это уравнение легко распространяется на случай
многомерного потока и поперечной дисперсии.

Что же касается объяснения вышеупомянутых различий, то эта
теория является не вполне удовлетворительной, так как концеп-
туально молекулярная диффузия является составной частью.
дисперсии и уже принята во внимание при выводе классического

уравнения (которое отвечает нулевой скорости, когда коэффи-
циенты дисперсии совпадают с коэффициентами диффузии в пори-
стой среде, см. раздел 2.4.).Симпсон [ПЭГ и Крайн и Гарднер [46] показали наличие
расхождений между теорией и экспериментом для экстремальных
значений относительной концентрации. Поэтому Симпсон предпо-
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Рис. 2.3.5. Сравнение расчетной кривой Пфанкаша с экспериментальными
результатами.

1 — эксперимент; 2 — теория

Рис. 2.3.6. Разрывность в распределении концентраций в пористой среде,
1 — твердая фа: 2 — свободное пространство.

ложил, что распределение концентраций не подчиняется нормаль-.
ному закону; это означает, что классическое уравнение (решение.
которого описывается гауссовой кривой) не удовлетворяется.
'Некоторые экспериментаторы также указали в своих работах

на п20‘до|бные расхождения (рис. 2.3.5), но не объяснили их [28,
22) 212].

В некоторых случаях интерпретация этих расхождений прово-
дилась с целью усовершенствования уравнения дисперсии. Дадим
далее общие соображения о происхождении упомянутых расхож-
дений и попытаемся выработать общий подход к ним.

2.3.2. Критика концепции сплошной среды

Классические математические модели одновременно исполь-
зуют три следующие предпосылки:

1) средняя `скорость группы частиц жидкости представляет
собой действительную макроскопическую скорость или действи-
тельную скорость фильтрации, которая грубо равна скорости
фильтрации, деленной на пористость среды (см. прилож. 1);

9) макроскопическая пористая среда является сплошной, т. ©.
любой бесконечно малый элемент пористой среды содержит как
твердую фазу, так и пустоты;

3) концентрация является функцией, дважды дифференцируе-
мой в любой точке пространства.

Эти три предпосылки могут противоречить друг другу. На
языке математики вторая предпосылка означает, что твердая
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®
фаза не содержит внутренней точки, т. е. граница между твердой
фазой и свободным пространством является повсеместно непре-
рывной. Таким образом, действительная скорость, которая явля-
ется непрерывной функцией пространственных переменных, бу-
дучи равной нулю на границе, должна равняться нулю повсе-
местно. Следовательно, используя строго математические опреде-
ления, мы убеждаемся, что действительная скорость фильтрации
не имеет смысла, а первая и вторая предпосылки противоречат

друг другу-
Для устранения этих трудностей непрерывность пористой

среды определяют не столь прямолинейно: бесконечно малый
элемент макроскопической среды заменяется конечным ее элемен-
том, содержащим конечный объем твердой фазы и пор; тогда мы
приходим к случаю ПЭО (по Бэру). Но в этом варианте концентра-
ция, которая является функцией порового пространства не будет.
уже дифференцируема в любой точке, так как существует разрыв на
границе между твердой фазой и свободным пространством. В самом
деле, концентрация, измеряемая в процессе эксперимента, явля-
ется’ дважды дифференцируемой в каждой точке порового про-
странства; она принимается постоянной в твердой фазе и претер-
певает разрыв на границе (рис. 2.3.6),

Этот ряд противоречий характеризует основную трудность
в теории дисперсии: как учесть влияние границы между` твердой
фазой и порами? Еще раз подчеркнем, что это главный вопрос при
изучении пористой среды. Пористая среда является очень слож-
ной, и хотя в большинстве случаев основные уравнения (движения,
неразрывности и т. д.) для пор хорошо известны, граничные усло-
вия трудно задать вследствие весьма сложного характера границы
между твердой и жидкой фазами. В разделе 2.2 отмечено, что
моделирование течения жидкости в пористой среде представляет
собой замену хорошо известных систем уравнений с упрощенными
условиями на очень сложных границах системой уравнений с про-
стыми условиями на простых границах. Достижение эквивалент-
ности между двумя системами является не простой проблемой и,
по всей вероятности, представляет интерес для дальнейших
исследований.

В моделях случайного блуждания границы не учитываются, и
модель Бэра предполагает, что осредненные значения переменных
(вычисленных в пределах ПЭО, который является аппроксимацией
бесконечно малого элемента макроскопической среды в определен-
ном выше смысле) являются дважды непрерывно дифференцируе-
мыми за исключением некоторых точек, кривых и поверхностей
пористой среды, не удовлетворяющих ранее принятым допущениям
. е. предположению, что эти переменные повсеместно удовлет-
воряют дифференциальным уравнениям в частных производных).

Итак, наша цель — высказать некоторые соображения отно-
сительно возможного развития этого направления исследований
и показать, что учет граничных условий приводит к уравнению,
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не совпадающему с классическим уравнением дисперсии. Эти
соображения даются на основе принципа пространственного осред-
нения.

2.3.3. Влияние граничных условий [103)

Назовем м икроскопическим пространством
пористую среду, изучаемую на гранулометрическом (микроскопи-
ческом, см. раздел 2.1.4) уровне. На этом уровне справедливы
уравнения молекулярной диффузии и Новье-Стокса.

`Назовем макроскопическим пространством
пористую среду, изучаемую на макроскопическом уровне. На этом
уровне скорости течения жидкости могут подчиняться закону
Ларси (см. приложение 1), и имеет смысл говорить о дисперсии.

Бесконечно малый элемент макроскопического пространства
аналогичен ПЭО (по Бэру}; Очертим шар радиусом г с центром
в каждой точке х микроскопического пространства; г может быть
определен графически аналогично тому, как изображено на
рис. 2.3.7, в. Микроскопическая концентрация подчиняется урав-
нению конвективной диффузии:

@ ( гаа ) — у (ис) = -, (2.3.9)

тде О — тензор диффузии и и — конвективная скорость частиц
жидкости. Для упрощения тензор ) принимается постоянным и
шаровым для всей среды. Концентрация с определяется в пределахпорового пространства (например, нулевая{]. Тогда функция (,
) —> с (х, ) разрывной функции по х на границе $ между поровым
пространством и твердой фазой и уравнение диффузии (2.3.2) на
этой границе не удовлетворяется. Будучи локально интегрируе-
мой, с характеризует некоторое распределение * [243]; тогда
можно распространить уравнение диффузии на все пространство,
‚особо выделяя поверхностные распределения с базисом на границе

— & связанные с разрывами функции ©.
Предположим $ регулярна, т. е. дифференцируема. Применяя

оператор Лапласа к функции с, понимаемой в смысле распределе-
ния, получим [2431:

Ас — [Ас) + ооб) -|--5 0об
где [Ас| — обычные производные функции с (там, где они суще-
ствуют); оу и оо — соответственно скачок нормальной производной
функции с и скачок с на границе $; 6(;) — означает, что `распреде-
ление о965 имеет свой базис на $ и может являться «мерой Ди-
рака» для $.

* В вероятностном смысле. — Прим. ред.
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Рис. 2.3.7. Пример С“4-Функции @); регуляризующая функция Бэра @); эа-
висимость ‘пористости от объема микроскопического пространства (2)

Уравнение диффузии, записанное теперь относительно распре-
деления и справедливое для всего микроскопического простран-

ства, принимает вид:

РАс — & (ис) = -5 -- ов) - 35 005 (2:3.3)

Пусть у, — семейство функций, сходящихся с 6-мерой Дирака
при г == 0. Уравнение дисперсии, получаемое регуляризацией
уравнения (2.3.3) посредством Х, при Ммалых г (т. е сверткой
посредством ), назовем макроскопическим уравненнем диспер-
сни:

р *а +_де_ ) $% (РАс) — 1; @ (ис) = М-о --1; о6) -Х д 00б»
(2.3.4)

г — радиус шара с центром х, представляющим собой, согласно.
определению ПЭО, величину, отличную от нуля. Макроскопическое
пространство состоит из х — точек микроскопического простран-
ства, а физические величины в этих точках являются средними
значениями совокупности микроскопических величин в пределах
шара, взвешенными посредством Х,. Если мы принимаем, что 7,
принадлежит с® (рис. 2.3.7, а), то регуляризирующие функции
принадлежат с®.

Замечание. Теория_Бэра использует классическое осред-
нение, т. е. свертку с ядром ПЭО, которое дает регуляризирующую.
функцию на принадлежащую с*.

Регуляризирующая функция С от с называется ‘макроскопиче-
ской концентрацией и подчиняется уравнению:

ВАС — ам(р ио) = 5 -в Н овн — @235
Согласно интерпретации Бэра, мгновенный микроскопический

массовый поток ис представляет собой сумму массового потока со
средней скоростью и массовых потоков, отвечающих флуктуациям
скорости (см. раздел 2.2); сохраняя его феноменологическую интер-
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претацию конечного (результирующего) потока в терминах коэффи-
циентов дисперсии, мы получаем классическое уравнение диспер-

сни с дополнительными членами, отвечающими 6. и 6,:

@у ( -- КЧ) агаа С — @м (0С) =3_$+
® „ _ 0С

-Х бо 5) -- Х? -ор 008(5)» (2.3.6)

где 16о8с) — распределение с базнсом на $, а +#д/до 1боб5) ] —
проекция равнодействующей совокупности диполей с плотностью
моментов 6, на нормаль к 5 (в каждой точке поверхности $); они
характеризуют влияние границы *. Таким образом, даже если
физико-химические процессы на границе между твердой и жидкой
фазами отсутствуют, эта граница оказывает свое влияние на ряд
физических показателей как совокупность разрывов; на данной
совокупности микроскопические уравнения не удовлетворяются,
так что любой регуляризующий процесс должен принимать это
во внимание.

2.3.4. Критика концепции пространственного
‘усреднения

Пространственное усреднение является естественным процессом
регуляризации,. который, однако, не является инвариантным:
макроскопические величины зависят от метода регуляризации.

Определение ПЭО зависит, по крайней мере, от ТОчНОсТИ
измерений пористости и методов оценки масштабов однородности
среды. Добавим, что должен быть определен и способ заполнения
микроскопического пространства посредством ПЭО: имеется в виду
выбор геометрии ПЭО (шары, параллелепипеды и т. д.) и то, как они
заполняют пространство (например, перекрывают друг друга или
нет)..

Замечание, Регуляризация уравнения диффузии посред-
ством свертки обычно изменяет уравнение. Это просто доказать.
Допустим:

Тогда уравнение диффузни записывается в виде:
; 4

лвн -&

Если у — быстро возрастающая функция С, то, полагая
С = у*с и регуляризируя Ас = @/ посредством , получим:

сх Ае= -

* Точнее — разрывов на `границе. — Прим. ред.
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Определяя оператор / выражением:

56е = @)А —А ),
мы имеем:

Ж*Ас = 1С + АС

ас
Чр = АС.

Если А имеет постоянные коэффициенты, / равно 0, то мы
получаем уравнение диффузии. В противном случае операция
А + 1. обычно не дает уравнения диффузии. / может быть рассчи-
тано путем использования композиционных теорем псевдодиффе-

ренциальных операторов [966, 267 ].

2.3.5, Заключение

Отмечаются систематические расхождения между решениями
классического уравнения дисперсии и экспериментальными резуль-

татами. Классические процессы, моделирующие дисперсию в` по-
ристой среде с помощью уравнения диффузии, содержит некоторый
элемент необоснованности, особенно в том, что касается способа
учета границы раздела между порами и твердой фазой.

Читателю, если он непосредственно занимается этой тонкой
научной проблемой, предлагается подумать по поводу критического.
обзора, изложенного в этой главе, а также тех предложений
о перспективных разработках будущих исследований, которые мы
даем здесь в виде заключения.

Основой теории дисперсии является проблема измерений.
В пористой среде концентрацию измеряют несколькими способами.
Необходимо, во-первых, убедиться, что измеряемая физическая
величина (концентрация, например) не зависит от эксперименталь-
ного метода. Например, теоретическая макроскопическая кон-
центрация, которая появляется в математических моделях, должна

соответствовать экспериментальной концентрации, добиться чего,
как мы уже видели, не просто.

Модель дисперсии можно представить двояко: 1) новым гло-
‘бальным уравнением, отталкивающимся непосредственно от неко-
торых феноменологических зависимостей, справедливых на гло-
бальном уровне, рассматривая локальный уровень как черный
ящик; 2) более широким пониманием классического уравнения,
идентифицируя осредненные теоретические концентрации модели
с измеряемыми концентрациями.

Наличие различных концептуальных подходов к проблеме
дисперсии и критический анализ предложенных моделей показы-
вают, что область исследования дисперсии — часть общей для
физики в целом проблемы смены масштаба.
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2.4. ЛАБОРАТОРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ ДИСПЕРСИИ
(ОДНОРОДНАЯ СРЕДА)

С целью проверки концептуальных представлений о механизме
дисперсии было проведено множество лабораторных эксперимен-
тов. В основном они преследовали две цели:

1) проверка и усовершенствование основных положений и
теоретических моделей дисперсии;

2) изучение влияния на дисперсию различных параметров,
таких как характеристики жидкости и свойства пористой среды.

Мы уже видели, что эксперименты поднимают вопрос относи-
тельно `достоверности моделей и предлагают возможные пути
‘усовершенствования их (сем. раздел 2.3). Кроме того, лабораторные
исследования приобретают особую актуальность при изучении
процессов загрязнения; их результаты отражают взаимоотношения
между безразмерными величинами, которые непосредственно ис-
пользуются при решении практических проблем.

Основная часть этих лабораторных экспериментов выполнена
на однородных пористых средах. Конечно, в природных условиях
мы, как правило, имеем дело с гетерогенными средами; на некото-
ром уровне их можно, как мы увидим, представить однородными,
поэтому была также проведена серия лабораторных опытов с ис-
пользованием гетерогенных пористых сред. Хотя многие авторы
рассматривают опыты с гетерогенными средами как составную
часть описания основ теорни дисперсии (а в этом разделе — и
основ теории загрязнения), мы полагаем, что эти эксперименты
представляют также интерес и с позиций перехода от лаборатор-
ных исследований к полевым; именно поэтому они рассматрива-
лотся отдельно в разделе 2.5.

Эксперименты проводятся при следующих ограничивающих
условиях: 1) тензор дисперсии сводится к своим главным коэффи-циентам К, или КЁ; 2) граничные условия обычно задаются так,
что можно пренебречь или продольной или поперечной диспер-

‚ сней; 3) движение потока в модели равномерное, т. е. устраняется
возможность образования «языков»; 4) начальные профили кон-
центрации обычно представляют собой ступенчатые функции.
Выбранная модель является классическим уравнением дисперсии:

« ( Кр втай рі) — (0С) = .. 2.4.1)
Основные результаты экспериментов получены для случая

трассера (например, для низких концентраций МаС!); это позво-
ляет легко провести интерпретацию результатов, поскольку основ-
ные уравнения получены именно для этого случая. Более того, и
некоторые практические задачи сводятся к случаю трассера.
Однако отметим, что часто в реальных задачах имеют место потоки
различной плотности и вязкости (например, вытеснение сырой
нефти растворенным газом). Даже при загрязнении при интрузии
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морской воды, содержание соли в ней таково, что задача не может
быть сведена к случаю трассера. Для последнего случая также
имеются лабораторные результаты, позволяющие делать некоторые.
полезные интерпретации.

В этом разделе мы приводим результаты экспериментальных
исследований, начиная с анализов размерностей и переходя затем
к изучению технических аспектов определения коэффициентов
дисперсии. Результаты даны как для случая трассера, так и для
общего случая. Последняя часть раздела посвящена подробному
рассмотрению технических аспектов экспериментов.

2.4.1, Анализ размерностей

Физический анализ показывает, что дисперсия зависит от
следующих параметров: вязкостей у, и плотностей р, обеих жидко-.
стей (& = 1 или 2), силы тяжести @, средней действительной ско-
рости фильтрации (/, коэффициента диффузии Э, а также текстур-
ных параметров‚ таких как проницаемость породы Ё.

Анализ размерностей охватывает простой случай, отвечающий
рядг' ограничений:

) считается, что взаимное смещение жидкостей происходит без
изменения их объема, а влияние различий плотностей жидкостей
ф1 и ра за счет гравитации может быть отражено одним параметром:

& @; — р») — вАр;
2) молекулярная диффузия описывается одним коэффициентом

Р, который считается независимым от концентрации. В пористой
среде молекулярная диффузия отражается через параметр К;

3) дисперсия зависит только от вязкостей обеих жидкостей
No: И о до их смешения, т. е. дисперсия не зависит от функции
No (С), описывающей вязкость раствора. Это допущение не очень
хоррев;тпо, особенно если эта функция не является монотонной
(рис._2.4.1).

Дисперсию можно описать зависимостью, включающей в себя
семь параметров:

К = [ (@Ао, н нь, И, К, В. :
Согласно л-теореме, это уравнение может быть записано в виде

зависимости с четырьмя безразмерными числами. Изучение описы-
вающих дисперсию уравнений и анализ экспериментальных резуль-
татов показывают, что такими безразмерными числами, которыми
наиболее полно характеризуется процесс, являются:

К/К,| ОЁАКо, лл (вАр8 )( К.), (2.4.2)
тде К/К, — безразмерный коэффициент дисперсин; (#®/К, —
число Пекле, которое характеризует влияние скорости; |н/н, —
количественная — оценка — различия — вязкостей — жидкостей;
(@А9°/*)/(иа К) — количественная оценка различия плотностей
жидкостей, которая имеет ту же форму, что и число Релея, исполь-
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зуемое для описания свободной — /Й,
термальной конвекции. Выбор
у является произвольным, в то

время как з задается. В целях
симметрии вязкость раствора
обычно приводится к относи-
тельной — концентрации, рав- @
ной 0,5.

Использование К, в безраз-
мерных критериях может вы-

звать удивление физика, кото-
рый привык применять для изу- Р, . й
чения проблемы дисперсни член — кост емеси ое ЭнносваансмстИ а9К/0. В действительности же — трации спирта (0 == 20°С),
существуют две причины, кото- — Вода в смеси со спиртом: / —- изопропено-
рые предопределяют ‘выбор К, ®ым ? — ичловым, $ — метиловым
вместо О:

1) молекулярная диффузия в жидкой фазе никогда не проявля-
ется независимо от влияния скелета породы. При низких скоростях
влияние молекулярной диффузии отображает только параметр К;

2) оценку Э) для пар жидкостей трудно найти в литературе и
трудно получить экспериментально. Наиболее простой, часто
используемый слособ определения Р заключается в измерении К
при нулевых скоростях, Тогда О определяется по формуле:

(К/Р), = К/Р = 1/(РФ),

где _ Р — структурный ‚фактор.
В выражении (2.4.2) величина & /2 отражает текстуру среды —

это простой способ ввести характерную длину пористой среды.
Для неконсолидированной среды, состоящей `из лшаров, можно.
использовать их днаметр @ и тогда безразмерные числа записы-
ваются в виде:

К/Р, иар 1и’иь, (вАра?)/(и‚ Э). (2.4.3)

о 05 100

При изучении дисперсии в случае трассера используются,
очевидно, два первых члена из совокупностей (2.4.2) и (2.4.3).
Численное определение К по данным эксперимента основано на
аналитическом или численном решении уравнения (2.4.1). Решения
‘уравнения (2.4.1) представлены в разделе 4.1.

2.4.2. Случай трассера — продольная дисперсия

Основная часть экспериментальных исследований по техниче-
ским соображениям проводилась в неконсолидированных пори-
стых средах. Как отмечалось выше, экспериментальные резуль-
таты представляются в безразмерной форме на графиках двух
типов: К/Р в зависимости от Рер (рис. 9.4.9) и К/( в зависимо-
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сти от Рер (рнс. 2.4.3), где
Рер — дисперсионное — число
Пекле (Ре» = Ша/).

Следует подчеркнуть, что
невозможно подобрать `еди-
ную серию кривых, отвечаю-

щих различным типам порис-
тых сред. Для неконсолиди-
рованных пористых сред все

эксперименты выполнены со
средами, представленными в
виде шариков. Такая среда
может быть охарактеризована

! геометрическим параметром,
0° 1 0 Ю? К° Ю° ° 0°4а)р — выбранным — по отношению

Рис. 2.4.2. Результаты эксперимента в ИЛИ к поровому простран-
случае трассера (продольная дисперсия) — ству или к твердой фазе;

обычно за такой параметр
принимается размер зерен, поскольку его легко определить,

Серия экспериментальных результатов по определению про-
дольной дисперсии в неконсолидированных средах представляет
собой наиболее полный набор количественных данных по диспер-
сии. Это, в свою очередь, дает возможность провести полный физи-
ческий анализ явления и вывод основных формул.

Результаты по изучению дисперсии в пористых средах, состав-
ленных из шаров, используются в качестве первого шага для
изучения других сред. Предполагая, что график зависимости
коэффициента дисперсии от средней скорости потока имеет иден-
тичный вид для всех пористых сред, можно построить трафик
фактически по небольшому числу экспериментов (рис. 2.4.4).

Конечно, подобная экстраполяция возможна только при
использовании безразмерных параметров.

Неконсолидированная пористая среда. Анализ графиков,
представленных на рис. 2.4.2 и 2.4.3, позволяет выделить пять
режимов дисперсии,

а) чисто молекулярная диффузия. Этот режим проявляется
при малых значениях средней скорости. Молекулярная диффузия
является единственным компонентом дисперсии, а отношение
К/Р является константой. Как уже отмечалось Фридом и Ком-
барну (1110), стр. 192), пористая среда замедляет диффузнонный
процесс. Например, для однородной среды, представленной
одинаковыми шариками:

(Ки/Э)» = 0,67; (2.4.4)
6) суперпозиция. Вклад механической дисперсии становится

ощутимым; .
в) преобладание механической дисперсии. Однако в этом слу-

чае молекулярной диффузней пренебречь нельзя, она уменьшает
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Рис, 2.4.3. Различные режимы дисперсии по экспериментальным данным.
чието молекулярная дисперсия; 6 — переходный ре

‘еской дисперени; е — чисто механическая дисперсия;

эна Дареи.

@а б
лп (к/0) п (/0)

1(442 1о(Ре)
Рис. 2.4.4. Экстраполяция кривой (К/Р равно числу Пекле) для произвольной
среды ‘на основе большого числа результатов, полученных из экспериментов
с шариками.

`@ — среда представленная шариками; 6 — изучаемая пористая среда.

эффект механической дисперсии. Принимая во внимание линейную
зависимость, наблюдаемую между К,/Р и Ре, может быть полу-
чена следующая формула:

К/Р = (К./2), -- о (Иа/р)". (2.4.5)
г) чисто механическая дисперсия. Справедливо следующее

соотношение:

К, = (Кр -- Ви4. (2.4.6)

Вследствие малой точности билогарифмических кривых, даже.
когда сходимость довольно хорошая (см. рис. 2.4.9), значение В
колеблется в пределах 1,8 + 0,4. Влияние молекулярной диффу-
зни. незначительно; величиной (К,/Р), можно пренебречь. Для

— практических целей при режиме «Г» довольно часто используется
формула (К, = а); )

д) механическая дисперсия при режиме течения жидкости,
выходящем за рамки закона Дарси. Напомним, что режим фильтра-
ции может быть охарактеризован числом Рейнольдса, а именно:
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отношением (/4/9, и область применимости закона Дарси ограни-
чивается значениями числа Рейнольдса от 0 до критических значе-.
ний порядка 1—10. Можно подчеркнуть, что действительная тур-
булентность наблюдается при числе Рейнольдса больше 100. Для
этого режима дисперсии получено мало результатов. Изменение
режимов легко фиксируется на графиках рис. 2.4.2 и 2.4.3.

Консолидированная пористая среда. В консолидированных по-
ристых средах проведено очень мало экспериментов. Можно пред-
видеть, что дисперсия в этих средах будет проявляться в большей

степени, чем в неконсолидированных. В самом деле, распределение
пор по размеру в консолидированных средах варьирует в более
широких пределах, чем в неконсолидированных, а, следовательно,
Ёаспределеиие скоростей будет меняться в большем днапазоне.

десь используются различные формулы, аналогичные (9.4.5)
такие как:

Лагатски и Катц 1169 ]

К/0 = (К /Р, -+- 0,5 [(Ота)/р)", (2.4.7)
Раймонди и др. [222]

К, = (К, -- аи (2.4.8)
Эти формулы выведены по аналогии с неконсолидированной

средой, поэтому распределение пор по размеру характеризуется
параметром ма (или 1)'@). м и п) — безразмерные константы, Кото-
рые изменяются в соответствии со стандартным отклонением
распределения скорости; параметр @ для консолидированной
среды не имеет ясного количественного смысла.Для неконсолидиро-
ванной среды, представленной однородными шариками, 1 = 1,
@ — диаметр шарика и справедлива формула (2.4.7). _ Величина
лу@ значительно изменяется в зависимости от среды, что_подтверж-
дено экспериментально; например, Раймонди и др. [222] дают
значения 1)'а, которые изменяются от 0,001 (неконсолидированная
среда) до 0,2 (консолидированная среда) при одинаковых значе-
ниях проницаемости.

Серия экспериментов, выполненных Клотцем и Мозером 1159 ],
показала возрастание дисперсии с уменьшением пористости, т. ©.
с возрастанием компактности; объясняется это тем, что возраста-
ние компактности приводит к увеличению разветвленности потока.

Параметр К, более или менее соответствует Ф7%, где Ф — общая
пористость (рис. 2.4.5).

2.4.3, Случай трассера — поперечная дисперсия

Изучения поперечной дисперсии менее обширны и начаты
„ сравнительно недавно по сравнению с изучением продольной
дисперсии. Однако из-за лучшей технической оснащенности
экспериментов (несмотря на малое их число) результаты эти не
менее надежны и обоснованны. Эксперименты выполнены в основ-

38



К снд/е
‘ &/д

|
4

К 3„1
7

Ф.
у°

'0° о5 ©

10° 10° 10'
Иацсм/с 100 Ю Ю кар

Рис. 2.4.5. Зависимость кожффициента продольной днсперсии К от скорости Ид
дая различных степеней уплотнения (песок 0,5—1,5 мм, @ == 0,75) и от общейпористости Ф при Иа == 01 см/е. Температура” воды 90 °С,
1 — Ф = 0,418; 2 — Ф = 0,399; 3 — Ф = 0,368; 4 — Ф = 0,366 — [159)

Рис, 2.4.6. Экспериментальные результаты для случая с трассером.
Спаошная лнния — поперечная дисперсия; пунктирная.-— продольная. дисперсия

ном с неконсолидированной средой, представленной шариками
(см. раздел 2.4),

Неконсолидированная пористая среда. Эксперименты прово-
дились при числах Пекле, изменяющихся от 107 до 10%, и позво-
лили выделить четыре режима дисперсии (рис. 2.4.6):

а) чисто молекулярная диффузия, которая имеет место при.
мнизких средних скоростях. Для однородной среды, представлен-ной ОДЁОРОДШ'..." шариками, значение (К;/Р), приблизительно
равно 0,

6) суперпозиция, когда влияние механической дисперсии
ощутимо;

в) механическая дисперсия, когда ее влияние становится
преобладающим. При этом:

К/Р = (Ку/Р)) -- а (Оа/р)", (2.4.9)
тде @ = 0,025, т = 1,1;

г) чистая механическая дисперсия, когда справедлива формула
(2.4.9) при значении т = 1.

Консолидированная пористая среда. Насколько нам известно ‚
эксперименты с сильно консолидированной пористой средой не
проводились. Симпсон [249 ] использовал в своих экспериментах
очень слабо консолидированную среду, где консолидация не
оказала заметного влияния на поперечную дисперсию. Результаты.
показаны на рис. 9.4.6.
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2.4.4, Общий случай—продольная дисперсия
(неконсолидированная среда)

Результаты, изложенные в предыдущих разделах, представляют:
определенный интерес для полевого исследования процессов
дисперсии с помощью трассеров, особенно радиоактивных.

При решении многих практических задач, связанных с движе-
нием фронта загрязнения или вытеснением нефти, приходится
учитывать совместное движение жидкостей с разными значениями
плотностей и вязкостей. Поэтому проводилось экспериментальное
изучение такого случая в лабораторных условиях,

Стабильность вытеснения. Учитывая задачу наших исследо-
ваний, отметим, что наиболее важно определить стабильность
условий вытеснения смешивающихся жидкостей. Подобная ста-
бильность зависит от плотностей, вязкости и скорости / жидко-
стей. Для известных значений плотностей и вязкостей существует
критическая скорость ограничивающая область стабильности.
Изучение условий развития произвольного возмущения приводит
1[‹ вес]ьма приближенной формуле для критической скорости (,

1811;

Ч == [& (0з — о)Ф (на — ), (2.4.10)

тде д — вектор силы тяжести, а индексы 1 и 2 характеризуют
соответственно выше и ниже располагающиеся жидкости, причем

ось г считается направленной вертикально вверх; а скорости
( и И, являются алгебраическими величинами.

Возможно два случая вытеснения жидкостей в зависимости от
соотношения вязкостей:

1) если и„/и: >1, то вытеснение стабильно для / > И, и
` нестабильно для / < И,

9) если э/из << 1, то вытеснение нестабильно для / > И, и
стабильно для ( < Ц,.

Разность плотностей (ра — р:) влияет на знак скорости Ш,:
например, восходящее вертикальное вытеснение (Ш >>0) при
» >> 1, И р» > ру всегда стабильно (рис. 2.4.7), так как , отри-
цательно. Когда вытеснение нестабильно, появляются «языки»,
которые при большом масштабе (превышающем макроскопический)
могут рассматриваться как развитие процесса дисперсии.

Сравнение экспериментальных и теоретических результатов.
Второй важный момент, который следует отметить, заключается
в том, что классическое уравнение дисперсии, выведенное для

случая трассера, может быть использовано, даже когда различия
в плотности и вязкости жидкостей значительны. Однако если
начальный профиль распределения концентрации представляет
собой ступенчатую функцию, то получаемое решение отклоняется
от теоретической кривой, отвечающей функции ошибок, несколько.
больше, чем в случае трассера.
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Стабильно! 'Стабильно
пря >йс при И <И

Рис, 2,4.7. Условия стабильности для вытеснения смешивающихся жидкостей,
а — восходящее,-всегда. стабильное; 6 — иисходящее, всегда стабильное; @ — нисхо-
Яищее, всегда’ Мсстабильное; @ —= Восходящее всегда ‘иестабильное:

И, наконец, обратим внимание на изучение влияния других
параметров, роль которых может быть охарактеризована тремя
безразмерными величинами (см. раздел 2.4.1). Очевидно, прежде
всего это число Пекле /Р, а два других параметра М и & отра-
жают влияние плотностей и вязкостей жидкостей:

М = о/нь — & == [вАр (No)'* ()
где р — вязкость раствора при относительной концентрации,
равной 0,5. Индекс соответствует: вытесняемой жидкости. Опубли-
кованные к настоящему времени_результаты получены для случая
неконсолидированной среды. Эксперименты проводились ` при
постоянных значениях М или В, при которых соответственно
изменились В или М. Вытеснение осуществлялось как путем
восходящей [92], так и нисходящей [256, 159] фильтрации.

Влияние отношения вязкостей М. Серия экспериментов со.
аначениями В, приблизительно равным 6700, была проведена
"Тахаром [956 . Значение К может показаться довольно высоким,
но часто в полевых условиях значение & может быть и выше
(более 100 000 — в некоторых технологических процессах при
вытеснении нефти). Результаты экспериментов Тахара представ-
лены на рис. 2.4.8 и 2.4.9.

'Чем больше относительная вязкость вытесняющей жидкости,
тем меньше коэффициент дисперсии. Более того, параметр М не
оказывает влияния на перенос вещества в зоне чисто молекуляр-
ной диффузни. Клотц и Мозер 1159 ] отмечают влияние на диспер-
сию температуры, обусловленное сопутствующими изменениями
вязкостей жидкостей. Коэффициент дисперсии возрастает при
увеличении вязкости с уменьшением температуры. Величина К,
приблизительно пропорциональна 8 (рис. 2.4.10).

Влияние параметра В. В экспериментальных работах Бен
Салаха [22] значение М принималось равным 0,214. Результаты
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Рис. 2.4.8. Влияние различий вертикального вытеснения смешивающихся жидко-
стей от их ВЯЗКости-
1 — Мо= 2,70; 2 — М о= ; 3 — М = 0,358; 4 — М = 0,047 [256)

Рис. 2.4.9, Зависимость вертикального вытеснения смещивающихся жидкостей
от относительной вязкости [256]

кему.
Рис._2.4.10. Зависимость _ коэффи>

32 циента продольной дисперсии от
скорости И, (для различных зна"

7 чений температуры воды Т) н от и=
у нематической вязкости м для Иа ==

= 01 см/с (песок 0,9—112 мМ н
1,0 мм)

Ф — Т= 21 °с; 8 —

107% 10 10 Иажм/с

100

10

ер
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Рис. 9.4.11. Влияние различий плотности на вертикальное вытеснение смеши-
вающихся жидкостей.
1 — & = 650; 2 — К = 2450; 3 — & = 5200; 4 — К = 19 600 [22, 266)

Рис. 2.4.12. Зависимость вертикального вытеснения смешивающихся жидкостей
от комплексной величины & [22, 256]

этих исследований приведены на рис. 2.4.11 и 2.4.12. Можно
заметить, что чем больше отличия в значениях плотностей жидко-
стей, тем меньше коэффициент дисперсни. Этот эффект имеет место
даже в диапазоне чисто молекулярной диффузии.
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2.4.5. Общий случай—поперечная дисперсия
Результаты аналогичны полученным для продольной диспер»

сии. Различия значений вязкости и плотности жидкостей приводят
к уменьшению коэффициента поперечной дисперсии. Различия
в плотностях жидкостей сказываются даже в зоне чисто молеку-
лярной диффузии.

Влияние различий плотностей изучалось посредством варьиро-
вания направлением средних скоростей в пористой среде, которое
З[Ёда|вапась под различными углами к горизонтальной плоскости

81.

2.5. ЛАБОРАТОРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ ДИСПЕРСИИ
В ГЕТЕРОГЕННОЙ СРЕДЕ

Реальные задачи дисперсии связаны с гетерогенными средами.
Однородная среда предопределяет простые условия и дает возмож-
ность довольно легко разделить относительное влияние различных
параметров. Это позволило хорошо изучить основные механизмы
дисперсии. В гетерогенных средах параметры тесно взаимосвязаны;
они влияют друг на друга, и результаты могут существенно отли-
чаться от тех, которые ожидаются согласно теории дисперсии
в однородных средах. Почему же тогда напрасно затрачивалось
время на изучение идеальной («академической») среды, если она
во многом не соответствует реальным средам? К счастью, особенно
это касается исследователей, которые посвятили так много работ
этой проблеме, существует тесная взаимосвязь между теоретиче-
скими и практическими результатами. Можно дышать легче!

Интуитивно, мы представляем себе этот процесс как процесс
изменения масштаба исследований от микроскопического до макро-
скопического уровня. Нельзя ли по аналогии с осреднением
эффектов молекулярной и конвективной диффузии при описании
дисперсии осреднить и сами дисперсионные эффекты, с тем чтобы
описать некоторое сверхмакроскопическое явление в эквивалент-
ной однородной среде? С целью ответа на этот вопрос мы приведем
некоторые типичные эксперименты.

Замечание. Эта книга — не детективная история; поэтому
еще до конца раздела полезно представить себе, что ответ на
поставленный вопрос будет положительным!

2.5.1. Слоистая среда

Простейшей моделью гетерогенной среды является слонстая
среда. Кроме того, часто встречающиеся в природе осадочные.
формации можно также отнести к слоистым, выделяя в пределах
толщи пласты е различными значениями пористости и проницае-
мости. Для упрощения примем поток одномерным и параллельным
наслоению, а плотность р жидкой фазы считаем постоянной. Урав-
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нение тогда — двумерное, при-
чем ось х совпадает с направле-
нием потока, а ось у перпен-

дикулярна напластованию
(рис. 2.5.1).

В этом простом случае тен-
зор дисперсии сводится к двум

( компонентам К, и К; — коэф-
! фициентам продольной и попе-

Рис. 2.5.1. Система координат речной дисперсии, которые за-

висят от у. Значение р постоян-
но, поток — одномерный, величина скорости / не зависит от Х.
Кроме того, полагаем, что Ф зависит от й-

Уравнение и граничные условия:

К,(Ф (0 -- [Кт () Ф 0 -9] —
д дс—=Ф0(ое+-ат) —.

деду = 0 для у— у н у— (@:5.1)

Покажем телерь, что для больших промежутков времени, т. ©
при достижении асимптотического режима в распределении кон-
центрации, уравнение (2.5.1) можно свести к одномерному:

я . ы

ки-&6 — 0и оа— - (25.2)
ож

где Км — эквивалентный коэффициент дисперсии, С." Ом —
„осредненные значения концентрации и скорости,

Для решения задачи используется метод моментов Арнса,
основные принципы которого приводятся ниже. Эксперименты
проведены на моделях, выполненных в виде двух однородных
пластов с различными физическими характеристиками; эти экспе-
рименты подтверждают теоретические результаты.

Замечание. Идея замены сложной проблемы подобной
хорошо известной элементарной проблемой вполне естественна И
основана на принципе изменения масштаба. Этот подход аналоги-
чен замене ряда сопротивлений эквивалентным в теории электри-
ческого тока.

Метод моментов Ариса. Решение уравнения (2.5.1) представ-
ляет собой распределение концентрации С (х, у, !). Данное реше-
ние [184 ] может быть получено с использованием моментов С (у,
д) по х от распределения С (х, й, ). Эти моменты определяются
формулой:

Р

с( ) = | хС(х, и ) ах
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Конечно, здесь возникает чис-
то математическая — проблема:
сходятся ли эти интегралы? Схо-
димость имеет место, если С
уменьшается быстрее, чем лю-
бая степень от х, что отвечает
случаю, когда концентрация С,
возникающая от некоторого на-
чального ступенчатого импуль-
са, является гауссовой функ-
цией (рис. 2.5.2).

Это условие не является

#

П А
. ее кНЕ *

Рие. 2.5.2, Развитие ступенчатого им-

сильным ограничением, так как © — конмтрация для диннего #
новые решения, будучи линей-
ными, могут быть получены методом суперпозиции. Интерес пред-
ставляет исследование физического смысла первых моментов:
С<©) — общее количество жидкости претерпевшей дисперсию;
С(› — координата центра масс выходной кривой; С® — харак-
теристика переходной зоны.

Пусть моменты рассчитываются в системе отсчета, движущейся
с постоянной скоростью (, определяемой выражением;

ю- (|гов)[2г))
В этой системе скорость определяется как No = / — .

Арис рассчитывает различные моменты для распределения
концентраций (т. . для решения уравнения (2.5.1)) из ряда урав-
нений моментов, полученных из (2.5.1) путем вычисления моментов
различных порядков для каждого из его членов:

1290 ос'®\ — осТ‚ГЁ(К‚Ф д—„) — 96® — уе — п(а — 1) К,С
дС“)/ду == О для у == 01 И # = Из» (2.5.3)

Эта система затем решается методом индукции, начиная с л = 0.
Для п = 0 выражение (2.5.3) дает:

д( 00® дс®)т?‚‚(’‹т ои )’ О
дС‹®)/ду = О для у = #а И # = 1 (2.5.4)

Уравнение (2.5.4) решается методом разделения переменных и
дает конечную серию решений вида:

@ (у) ехр (— 0/), #=0,1,2,.., 0<...<0 1 < <
Для п = & правая часть уравнения (2.5.3) известна из решений,

определенных для п <- Ё. Следовательно, общее решение уравн
ния (2.5.3) для п = & является суммой их решений однородного
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уравнения, содержащего С в левой части (что идентично (2.5.4),
и частного решения полного уравнения. Общим решеннем одно-
родного уравнения

г@ ос дс(®)тд—у(кі'Ф д )’ дг —
является ряд Жа (и) ехр (—0;2), определенный согласно выше-
изложенному.

'Частное решение представляет собой суперпозицию решений
‘уравнения (2.5.3), где правая часть последовательно заменяется
рядами для С®—0 и С'®-®, вычисленными по индукции из С'О.
Легко определить и главный член ряда при { —> со, Различные
моменты при этом выражаются так:

С® = @-- О( ),

СО = оф (1) -- 0(4, ),
С® = 2Кай -- @ (0) - 0(4 ), (2.5.5)

Се») = Noи‚,-{ #.0( ),

‹ ! 2КоР0рч ше ЗОСЕ ТОАНЕ© ’р оу (5) -- #*+0 (, ),

тде функция 0 (4, ) —> 0 при /-» со,
'

9(0 =— | -- 0р -- сопы,
ь

и

«@)= | У0 9(0 =9 (0) =0,
. “(1 к,Ф4и + | %‹ш) $ (2.5.6)
й й

‹2‹и=1т<%.‚—[] ‹К—щ‹е›—!‹‚.›сщ] ч
® Ё ]Фау.

ГО
в—



Эквивалентный коэффициент дисперсии. Моменты С“) сравни-
ваются (для больших значений ) с моментами, вычисленными
по решениям (распределениям. концентрации) для более простых
систем. Хорошим вариантом такой упрощенной системы может
являться уравнение одномерной дисперсии для однородного
пласта, которое позволяет получить эквивалентный коэффициент
дисперсии. Это уравнение повторяется здесь:

. д6 , д6Ки-оя. — (би-9 +аг = 0.
В системе отсчета, движущейся со скоростью м, моменты

для решения этого уравнения таковы:

С®) = сопе\,

с° соп5,

) = ЭК ! -- соп5\, (2.5.7)

с®”) = (2#)!;3;...›" с® +-Ро (2),

(гря1) _ _(2р + 1)! (2КмО!_ () ур= ВН ОКНО с + го(),

'Идентичность систем (2.5.5) и (2.5.7) будет иметь место, когда:
.

шЕ1 Йосайб(у‚—ш„[ !
и иим=й = | ФИ ‹іу/],шау. (2.5.8)
й й

” ГА

З- аТа(у.—ш(;.кш, Ч .[Ктц› кіу)
а

Таким образом, асимптотический режим слонстой пористой
среды идентичен режиму эквивалентной однородной среды, опре-
деляемой выражениями (2.5.8). Для решения реальных проблем
часто требуется хорошее знание именно асимптотического режима
процесса дисперсии, так что полученные здесь результаты яВ-
ляются достаточно важными.
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Рис. 2.5.3. Характеристики ` модели
двуслойного пласта (мощность, пори-
стость, проницаемость и коэффициенты
‘дисперсии)

еа у

ВЕНЕ те е

беоьй М,

НЕ Хорово проницая —
® ©# Славо проница- — ®МЫЙ СЛОЙ. ‹

‘емый слой.

* 006|----

06
4 н

0,5)

о8 Е

0 200085 — 0,9' та

Рис. 2.5.4. Изменение концентрации водорода во времени в восьми точках изме-
рения в четырех сечениях двухслойной модели (начальный импульс концентра-
ции — ступенчатый, — скорость постоянна)

Рис. 2.5.5. Профили концентраций в двухслойном пласте в различные периоды
времени,

1 — @ == 400 с; 2 — { жа 700; 8 — #н 1000 с; 4 — # == 1300 ©

Пример двухслойного пласта [184}. Характеристику такого.
пласта дает рис. 2.5.3. Уравнение и граничные условия:

д° оС, д61 — _дС,
Ка оат Кт, ауе — а@

Ка боь -ь К,а — б = (25.9) —

у= йь дСиду=0; #ь дСуду =0;
и =0, ФК (дСуду) = Ф„Кт, 0Суди).

Средняя скорость м определяется из выражения:

м = (Ф -- Фиу/.)/(Фие -}- Ф.е),
тде И, и , — значения средних скоростей в каждом слое.

Использование метода Ариса дает следующие результаты:
‚асимптотическийрежим для распределения средней концентрации
о 48



ы

Ё
‚ отвечает решению эквивалентного уравнения (2.5.2), в котором Км

определяется выражением вида:

— НННОАК ЕН,
—ФФ 3 (Ф РФ

а 3 .х [Гкт. а] — 0. (2.5.10)

: Другой интересный результат, характеризующий асимпто-
тический режим, состонт в том, что для каждой трубки тока

° (4, # + 4) координата центра тяжести профиля концентрации
имеет фиксированное положение в движущейся системе координат.
Кроме того, профиль концентрации по оси слоя 2 может быть полу-
чен преобразованием профиля, отвечающего оси слоя 1.

Лабораторные эксперименты для двухслойного пласта были
проведены с газами (водород—азот, этилен—азот), которые имеют.
высокие значения коэффициентов диффузии (асимптотический ре-
жигмздзостигижя быстро). Результаты представлены на рие. 2.5.4
и 2.5.5.

1, Наблюдается асимптотический режим, что подтверждается
наличием двух идентичных профилей концентраций в каждом
слое, причем расстояние между обоими профилями является
постоянным (см. рис. 2.5.4).

2. Асимптотический режим идентичен режиму, наблюдаемому
в однородных средах: в специальных координатах получаются

классические — прямолинейные — профили — концентраций — (см.
рис. 2.5.5).

Формула (2.5.10) подтверждается экспериментально,

2,5,2, Гетерогенная нестратифицированная среда.

Экспериментальные работы проведены [186] на блоках песча-
ников Фонтенебло различной длины с растворами NoС1, а также
с азотом и СО,. Они показали, что:

1) асимптотический режим действительно достигается и он
‘эквивалентен таковому в однородной среде; вместе с тем этот ре-
жим достигается только в том случае, когда расстояние, пройден-

ое переходной зоной, велико по сравнению с размерами неодно-
`родностей;

2) значения эквивалентного. коэ‹чфициента дисперсии больше,
чем в однородной среде (рис. 2.5.6)

3) предлагается формула, идентичная (2.4.5):

к= (-5), 2--ВИтри,
@ В — параметр дисперсии, зависящий от степени гетероген-

и среды.

Замечание: В практических оценках величину п обычно
›ннимают равной 1.
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10°

10°

ою
Рис. 2.5.6. Графики. сравнения значений. коэффициентов продольной днепер-
сии, получениые для гетерогенной среды (1 н 3) н однородной среды (2 и 4), со-
ответствующей двухслойной модели [186]

@ в
к/р Кр

Ц МЕЛрНЕти -- —
е

@ Н! е
10 —3:—»—3- о-

л Н, Я
о7 ! о-Г

!

0% ю' 1 044р 0% ю' 1 офр
Рис. 2.5.7, Режимы дисперсии.
а — однородная среда; 6 — гетерогенная среда (186]

2.5.3. Вывод

"Теория дисперсии может быть распространена на любую.
среду. Результаты, полученные для однородной среды, являются
справедливыми и для гетерогенных сред, но область соответству-
ющих числовых критериев изменяется. Полуэмпирические фор-
мулы типа (2.4.5), соотнесенные с различными режимами диспер-
сии, будут иметь место и в этом случае; заметим, однако, что об-

_ ласть доминирующей роли диффузии для гетерогенных сред
—^ может быть значительно меньше, чем для однородных (рис. 2.5.7).



ГЛАВА 3
МЕТОДИКА И ТЕХНИКА ИЗУЧЕНИЯ

ЗАГРЯЗНЕНИЙ ПОДЗЕМНЫХ ВОД

Методика изучения загрязнений подземных вод основана на
том, что в большинстве случаев загрязнители смешиваются © под-
земными водами или, по крайней мере, ведут себя как трассеры,
и что развитием некоторых переходных зон пренебрегать нельзя.
Мы уже видели в предыдущей главе, что смешивающийся с при-
родной водой поток загрязнителей подчиняется законам теории
дисперсии. Конечно, процесс распространения некоторых загряз-
нителей не может быть однозначно объяснен этой теорией, но так
как в большинстве практических случаев их движение отвечает
закону Дарси и уравнению неразрывности, то, как мы увидим,
они также «автоматически» охватываются общей методикой, одной
из задач которой является установление различий между явле-
ниями дисперсионного и чисто конвективного переноса.

Масштаб процесса загрязнения определяет методы, исполь-
зуемые для борьбы с ним. Таким образом, задача методики со-
стоит в том, чтобы. оценить этот масштаб и выбрать средства, кото-
рые могли бы повлиять на процесс загрязнения. Достигается
это путем проведения различных экспериментов с последующим

привлечением математического аппарата, подходящего для`изуче-

ния явления загрязнения.

3.1, ПРОБЛЕМА МАСШТАБА.

Эта проблема имеет два аспекта.
1. Иногда можно пренебречь дисперсионными эффектами и

трактовать явление как перенос несмешивающегося загрязнения.

`Например, представим одномерный поток © постоянной ско-
ростью и запуск загрязнителя с постоянным расходом. Расшире-
ние переходной зоны пропорционально квадратному корню вре-
мени (см. раздел 4.1.1); пройденный путь /. пропорционален вре-
мени согласно формуле /. == ш!. Таким образом, ширина е переход-
ной зоны пропорциональна /\?, а относительная ширина е/!,
пропорциональна /.М*/1,. Когда /. возрастает, /.!/*/], уменьшается;
это означает, что при больших расстояниях эффекты дисперсии

` ослабевают и менее важны по сравнению с эффектами конвекции.
Тогда поток смешивающихся загрязнений может трактоваться
как перенос несмешивающегося загрязнения, т. е. поршневое
вытеснение со средней действительной скоростью фильтрации,
если пройденные пути велики по сравнению с размерами источ-
ника загрязнения.
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2. Лабораторное изучение и многие полевые эксперимёнты
дают локальные результаты (например, значений коэффициента.
дисперсии). Реальные загрязнения могут быть значительно более
экстенсивными, так что может потребоваться большее число экс-
периментов, обычно дорогостоящих, для получения всех необхо-
димых характерных параметров. Представительные значения поле-
вых параметров должны определяться в относительно небольших
объемах, чтобы поставить в разумные рамки стоимость экспери-
ментов без значительной потери точности при моделировании,
"Таким образом, методика должна обосновываться так, чтобы тео-
рия загрязнения подземных вод, разработанная при лабораторном
изучении дисперсии, была применима к реальным полевым усло-
виям. Это, главным образом, проблема изменения масштаба,
которая появляется, когда лабораторная теория дисперсии при-
меняется к полевому загрязнению, а также в поле, когда некото-

рые масштабы загрязнения изучаются одновременно (масштаб.
загрязнения, который определяется общим количеством случай-
ного загрязнения, мощностью источника загрязнения и вовлечен-

ным в загрязнение объемом грунта).

3.2, МЕТОДИКА

3,2,1, Критерий принятия решения

Лица, сталкивающиеся с проблемой загрязнения подземных
вод и ответственные за ее решение, должны ответить на ряд во-

просов:. ‘
1. Какова природа загрязнения:
— смешивается ли оно с водой?
— каковы его физические и химические свойства?
— какую опасность оно представляет?
2. Каков масштаб загрязнени:
— каково общее количество загрязнения?
— какова мощность источника загрязнения?.
— каковы размеры и геометрические характеристики источ-

ника загрязнения?
— каков вовлеченный в загрязнение объем грунта?
— какова продолжительность загрязнения?
Предварительные ответы на эти вопросы, даже весьма ориен-

тировочные, являются критериями принятия решения, необхо-
димыми для выбора адаптированной модели и методов исследова-
ния. Эти ответы вытекают из изучения имеющихся данных; но
иногда все же трудно принять решение. Например, коэффициенты.
дисперсии являются существенно локальными параметрами (пол-
ное математическое доказательство этой особенности дается
в главе 8); следовательно, явления дисперсии тоже являются ло-
кальными, переходная зона увеличивается медленно, и в конечном

итоге теория дисперсии имеет смысл только для больших проме-
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жутков времени (этим объясняется, почему большинство лабора-
торных работ по дисперсии выполняется для асимптотического
режима, при котором достигается некоторое стационарное состоя-
ние, что показано в главе 2); между тем, как уже показано в раз-
деле 3.1, для очень больших промежутков времени дисперсия
мала по сравнению с размером загрязненной площади. Правда,
на деле асимптотический режим обычно достигается достаточно
быстро, что позволяет легче принять решение о том, какой тип
модели загрязнения следует выбрать.

Типичной задачей является определение количества загрязне-
ния, переносимого через водоносный горизонт в реки, и среднего.
времени пребывания загрязнения в водоносном горизонте. Это —
региональная задача; можно установить, что ширина переходной
зоны мала по сравнению с размерами изучаемой площади и при-
тодна модель поршневого вытеснения (т. е. модель движения без
дисперсии). Другой проблемой является определение зоны сани-
тарной охраны для водозаборной скважины; это локальная задача,
и в ней дисперсию следует учитывать.

Пусть имеет место случайное загрязнение. Критическое зна-
чение концентрации в скважине может быть достигнуто из-за
дисперсии еще до подхода фронта загрязнения (по схеме поршне-
вого вытеснения), или это значение вообще не будет достигнуто
из-за разбавления. В последнем случае вполне пригодна модель
тидродисперсии (модель, которая учитывает и дисперсию, и КОн-
векцию).

В общем случае, решение первого вопроса ‘сводится к выбору
типа структуры загрязнения и ее моделированию. При этом учи-
тывается, что наиболее опасные и частые загрязнители водонос -
ного горизонта смешиваются с пластовой водой, а несмешива-
ющиеся соединения могут вести себя как трассеры и также рас-
сматриваться как смешивающиеся вещества. Масштабные факторы
являются наиболее важными критериями принятия решения
и е трудом поддаются изучению. Например, дисперсию следует
принимать во внимание в случае значительных источников 3а-
трязнения, но нередко также — и в случаях источников © малыми:

размерами, если должна критически оцениваться возможность
достижения концентраций.

3.2.2. Дисперсионная схема

Назовем «дисперсионной» схемой следующую систему уравнений:
1) уравнение дисперсин:

« [Ко ( атаа-°-)] — & (ид) = -р
9) уравнение неразрывности:

др@у (ро = — ®



3) уравнение Дарси:
Ки= — др (тар --р кач 2)

4) уравнения состояния смеси;

рэ=!(©0, кв=& (, 0 -р (,
тде с — концентрация загрязнения; О — коэффициент молеку-
лярной диффузии; К — тензор дисперсии; К — тензор проницае-
мости; р — давление; # — время; и — действительная ` скорость;
@ — пористость; — й — динамическая вязкость; р — плотность
смеси. Дисперсионная схема замыкается граничными начальными.
условиями, зависящими от задачи.

Замечание. Температура в водоносном горизонте изме-
няется незначительно и не принимается во внимание в уравнениях
состояния.

Математически дисперсионную схему можно представить в виде
нелинейной системы уравнений в частных производных, поскольку
коэффициенты уравнения дисперсии зависят от решения уравне-
ния, которое выражается через плотность и скорость движения
смеси. Прямого метода, позволяющего решить эту систему не
существует, поэтому следует ввести упрощающие допущения,
чтобы получить эффективный метод, дающий практические реше-
ния, т. е. такие, которые, будучи не слишком строгими с матема-
тической точки зрения, могут быть найдены с достаточно высокой
точностью именно людьми, ответственными за решение проблемы
загрязнения. Упрощение дисперсионной схемы осуществляется
согласно определенному набору правил, которые даются как часть
общей методологии под названием практическое применение дис-
персионной схемы.

3.2,3. Практическое применение
дисперсионной схемы

Существует два основных варианта применения дисперсионной
схемы: 1) плотность и вязкость смеси изменяются с концентрацией
(общий случай); 9) плотность и вязкость смеси постоянны (случай
‘трассера).

Замечание, В примерах, разобранных в главе 6, измене-
ниями вязкости можно всегда пренебречь.

'Оба случая представлены на блок-схемах (рис. 3.2.1 и 3.2.9),
которые показывают их принципиальные различия [1101.

1. В случае трассера гидродинамические уравнения не зависят
от уравнения дисперсии, поскольку плотность и вязкость Посто-
янны, скорость смеси не зависит от концентрации загрязнения,
Дисперсионная схема становится линейной системой уравнений
в частных производных и решается в соответствии со следующей
процедурой. Сначала решаются гидродинамические уравнения
(уравнение Дарси и уравнение неразрывности), обычно опреде-
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'Опредоление области и ее гро-
‘мичных условий
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Гидродинамическое — урао) ' `Уровнение диспорсии, + гра-
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'Упрощеющие допущения
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Коэффициенты дисперсии,
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‚дмсперсии.

Результоты. Распроделение
концентрации.

Рис. 32, + Использование дисперснон ой схемы в случае трассера



Постановка задачи
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дисперснонной схемы в общем случае
Рис. 8.2,2. Использова



ляются напоры или давления при заданных граничных явлениях
и начальных условиях. Таким образом, получается распределение
скорости в пространстве и во времени для всех временных шагов.
эксперимента. Затем на каждом временном шаге коэффициент
уравнения дисперсии выражается через скорости и из уравнения
дисперсии, его граничных и начальных, условий (глава 5) опреде-
ляется распределение концентраций в пространстве и во времени
для всех временных шагов.

2. В общем случае гидродинамические и дисперсионные урав-
нения зависят друг от друга, так как коэффициенты уравнения
дисперсии являются функциями скорости смеси, которая в свою
очередь является функцией концентрации загрязнения, выражен-
ной через вязкость-и плотность. Одновременно решение всех урав-
нений дисперсионной схемы, как требуется в точной математиче-
ской постановке, получить не удается, поэтому вводится процедура
приближенного решения. По известному распределению концен-
трации на момент времени # рассчитывается соответствующее
распределение вязкостей и плотностей; вязкости и плотности
предполагаются постоянными для всего временного шага @
и из соответствующего распределения скоростей рассчитываются
концентрации на момент времени # -+ @ (конечно, в пределах
одного временного шага). Процедура повторяется до достижения
сходимости по с (см. главу 5).

Эти блок-схемы нуждаются в некоторых пояснениях.
1. Теоретически все коэффициенты тензора дисперсии могут

быть подсчитаны либо прямыми экспериментами, либо по опреде-
ляющим его значениям параметров, определенным эксперимен-
тально, с использованием формул связи тензора с изменениями
координат. Однако общее уравнение дисперсии со смещанными
частными производными второго порядка (такими, как д/дх ду)
довольно трудно решить численно. Поэтому очень важно попы-
таться упростить это уравнение изъятием прямоугольных произ-
водных, что можно сделать, записывая уравнение в главных
направлениях тензора дисперсии и вводя главные значения коэф-
фициентов дисперсии К, и К; (см. блок 8 рис. 3.2.1 и 6 на
рис. 3.2.9).

?. Еще большее упрощение дисперсионной схемы может быть
получено представлением трехмерной схемы в виде двух двумер-
ных, каждая из которых записана в плоскости двух главных
направлений дисперсии,

‚ Существует пять режимов дисперсии, зависящих от диспер-
сионного числа Пекле. Коэффициенты дисперсии описываются
полуэмпирической формулой:

К/Р = в (Иа))" + В,

каждый режим характеризуется значениями коэффициентов @, В,
т и областью графика (К/О и Ш4/р), что детально рассмотрено
в разделе 2.4.
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В каждом эксперименте режим дисперсии определяется вы-
числением числа Пекле. Сравнение с уже опубликованными кри-
выми (см. рис. 2.4.2 и 2.4.6) дает значения с В, лв (см. блоки 9,
10, 11 рис. 8.2.1 и 10, 11, 22 рис. 3.2.2).

Замечание. Необходимо отметить, что в большинстве
аллювиальных водоносных горизонтов режим дисперсии загряз-
нения является чисто динамическим режимом дисперсии и коэф-
фициенты К пропорциональны действительной скорости филь-
трации. Они записываются в виде К = а(, где а — структурный
параметр, зависящий от вида грунта, проницаемости и консоли-
дации. В других случаях формула К = а/ может быть часто.
использована как удовлетворительное приближение.

Ниже приводится сводка практических правил, которых не-
обходимо придерживаться при изучении дисперсии.

1. Выделяются два случая: а — случай трассера, когда коэф-
фициент молекулярной диффузии, плотность и ВЯЗкость Посто-
янны; схема дисперсии линейна и гидродинамические уравнения
не зависят от уравнения дисперсии и решаются первыми для всех
временных шагов; 6 — общий случай, когда система не линейна;
уравнения взаимосвязаны и используются только численные ме-
тоды, такие как итерационные процедуры, принимающие во вни-
мание эту зависимость.

2. Тензор дисперсии приводится к диагональному виду в си-
стеме координат, образуемой касательной к линии тока и перпен-
дикуляром к ней.

З. Главные значения коэффициентов К тензора дисперсии могут
быть записаны в виде;

К/Р = в (Ре)" - В,

тде все коэффициенты определены в разделе 2.4.2.
4. Для расчетов распределения концентрации загрязнения,

коэффициенты дисперсии и скорости должны быть известными —
в пространстве и во времени. Скорости получаются по данным —
полевых измерений (прямые методы) и на основе гидрологических
моделей (пьезометрические методы), а коэффициенты дисперсии
определяются из полевых наблюдений на участках загрязнения
или из трассерных опытов.

3,2.4, Общая методика

Общая методика включает четыре стадни. !
1. Предварительное изучение имеющихся данных для оценки _

параметра потока и возможных типов загрязнения (локальное,
региональное, горизонтальное, вертикальное и т. д.). Эти данные —
обычно включают проницаемости, морфологические параметры
грунтов‚ концентрации загрязнения. —

2. Формулировка рабочей гипотезы на основе предваритель-
ного изучения: математическое представление выбирается в соот-
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вететвии с размером области и масштабом загрязнения; обычно
“ это или конвективная модель поршневого вытеснения (несмеши-

вающийся поток без дисперсии), или дисперсионная модель.
Если выбрана первая модель, то задача загрязнения сводится
к классической гидрогеологической задаче, где определяется
только движение подземных вод. Если выбрана дисперсионная
модель, то методика включает в себя еще две стадии.

З. Использование дисперсионной схемы.
4. Сбор полевых параметров. Обычно на этой стадии воз-

можно два варианта: либо имеются источники загрязнения и
модели приспосабливаются к природным распределениям концен-
траций трассера, на базе которых определяются коэффициенты
диспереии, либо никакого загрязнения нет и необходимо ввести
те или иные трассеры. Определяемые полевые параметры — обычно
скорости и коэффициенты дисперсии.

3.3. ПРИМЕРЫ. ТИПОВЫЕ ПРОЕКТЫ

С целью иллюстрации возможного применения методики_изуче-
ния загрязнения подземных вод рассмотрим некоторые типовые
проекты, которые могут представить собой основу для заключения

'— контрактов по изучению загрязнений.

3.3.1. Изучение возможного загрязнения
‘ подземных вод крупного водоносного горизонта,

‚ используемого для водоснабжения городов

‘ Цели изучения. Основная цель изучения — обеспечение за-
щиты водозаборных скважин от различных возможных загряз-
нений, в их числе:

— внедрение загрязнений, локализованных во времени и про-
странстве (случайные загрязнения),

— внедрение загрязнений, локализованных в пространстве,
но длительных во времени (захоронения отходов),

— внедрение крупномасштабных и длительных во времени
загрязнений (например, внесение удобрений).

Задачи исследований:
1. Оперативная оценка вероятности случайного попадания

загрязнения в водозаборную скважину.
Э. Определение поступления существующих или неизбежных

загрязнений в скважине, особенно с учетом режимов откачки.
З. Выделение зон, подверженных быстрому — загрязнению.

с целью выбора участков расположения новых скважин.
4. Построение крупномасштабной модели, как количественной

основы прогноза и управления.

5. Оповещение общественности о развитии загрязнения про-
стыми наглядными иллюстрациями.

Проблема. Для составления программы опытных исследова-
ний возникает необходимость правильной постановки проблемы.

59



На этой стадии, исходя из ориентировочных предварительных
исследований, должен быть сделан выбор моделей: и сформулиро-
ваны критерии принятия решений.

Эти предварительные исследования включают анкетный опрос
местных властей, чтобы собрать некоторые данные о типе суще-
ствующего и ожидаемого загрязнений. Кроме того, из формули-
ровки целей видно, что данная проблема многоплановая. Поэтому
наиболее вероятно, что окажутся необходимыми обе модели —
поршневого вытеснения и дисперсионная, и в программу должна
быть включена последовательность их решений. Короче говоря,
эта задача разноплановая, дисперсионная при малых, а подчас:
и при больших масштабах исследования и чисто конвективная
модель поршневого вытеснения — при больших масштабах.

Программа. Программа включает этапы, которые отражают
необходимость тщательного выделения различных масштабов и
последовательного перехода от локального к региональному
масштабу.

На основе предварительных исследований область разделяется
на однородные в геологическом отношении зоны. Каждая зона
подразделяется на экспериментальные участки, включающие
одну или несколько скважин, Чтобы представить порядок величин,
отметим, что эксперименты в аллювиальных водоносных горизон-
тах проводились на опытных участках площадью от 0,002 до 3 км?,
в зонах площадью от 10 до 50 км® и в областях — 50—300 км?,
а в водоносных горизонтах, сложенных трещиноватыми горными
породами, площади областей исследования загрязнений дости-
гали 3000 км® (см. главу 6).

На каждом участке затем должны быть выполнены экспери-
менты для определения гидрогеологических параметров (таких,
как пористость и проницаемость) и параметров загрязнения (ко-
эффициенты дисперсии). Эти параметры используются в прогноз-
ных моделях, отвечающих задачам 1 н 2.

Такой экспериментальный участок представляет собой эле-
ментарный блок более крупной модели, соответствующей выделен-
ной зоне. Сначала с помощью моделей участков устанавливается
совместимость условий на границе блоков, особенно условия не-
разрывности потоков. Затем строится осредненная эквивалентная
модель (путем расчета нового набора эквивалентных коэффициен-
тов дисперсии), включающая граничные условия блоков и исполь-.
зующая новые — зональные граничные условия.

Зональные модели направлены на изучение существующего
загрязнения и отвечают задаче 3. Тогда зоны используются как.
элементарные блоки в модели области — сначала путем совмеще-
ния зональных моделей с соблюдением условий совместимости на
их границах, а затем в пределах модели, представляющей область,
с эквивалентными крупномасштабными коэффициентами.

На этой стадии дисперсией иногда можно пренебречь, и модель
области будет представлена моделью поршневого вытеснения,
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Зодачи

Распредвление напоров

`Анализ имеющихся в распоряженииНВа |----- Геология

Зогразноние

Разделоние области

Экспериментельные _ участки, _ кожф- Локальчые результаты: типовые кри-
Фициенты — дисперсий и покольные вые — распределения — концентрации

модели. {звшщито водостборных скоажин)
Т

Зоны: группировка локальных.
моделе!

Зональная экв

Область: группировка зональ
модепой; эквмвалентная моде

Зонольные результат
опн

карты распре-

‘онтная модель
к загрязнению зоны

Результоты: типовые кривые распре-
депомии концентреции; крупномас-

штабные карты развития загризнений

Рис. 3.3.1. Типовая схема. Изучение загрязнения водоносного горизонта, исполь-
зуемого для городского водоснабжения

т. е. условием соблюдения баланса вещества; она отвечает зада-
чам 4 и 5.

Эта программа резюмирована на блок-схеме рис. 3.3.1,
Модели. В общем случае модели областей двумерны. Исполь-

зуется полная матрица дисперсии (а не только диагональная. форма).
в канонических прямоугольных координатах с классическими
покоординатными формулами перехода от общей формы к диаго-
нальной и наоборот.

Результаты. Результаты представляют собой прогнозные мо-
дели, планы зон, подверженных загрязнению (планы скоростей
и коэффициентов дисперсии), и типичные кривые концентраций.

3.3.2. Размещение полей фильтрации вблизи
городских территорий

Проблема. Быстро развивающийся город увеличивает потреб-
ление воды, откачиваемой из нижележащего безнапорного водо-
носного горизонта, что приводит к расширению сети водозаборных.
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скважин; одновременно необходимо построить два новых поля
фильтрации около уже существующего поблизости от водозабор-
ных скважин. Местные власти хотят предвидеть влияние суще-
ствующих и будущих полей фильтрации на загрязнение при раз-
личных режимах откачки с учетом влияния сезонных особенно-
стей поверхностного питания на развитие загрязнения. Это —
ярко выраженная нестационарная задача, которая может быть
наиболее точно решена с помощью математической модели за-
грязнения.

Даже если отсутствует точная информация о составе отходов,
можно предположить (если властями не установлено что-либо
другое), что они состоят, главным образом, из отходов застроенных:
территорий, включающих такие соединения, как сульфаты, суль-
фиды и т. д., смешивающиеся с водой водоносного горизонта;
для выявления уровней концентрации загрязнения, сравнимых
с предельно допустимыми нормами загрязнения воды водоносного.

горизонта, наиболее подходящей оказывается дисперсионная
модель.

Программа. Она подразделяется на три стадии, каждая из.
которых обеспечивает результаты, дающие возможность оценить
загрязнение с возрастающей точностью и переходить от одной
стадии к другой при финансовом планировании операции, Поэтап-
ное финансирование важно для городов, которые не могут пла-
нировать большие издержки единовременно.

Стадия 1 — это начальные полевые исследования, соответ-
ствующие предварительным исследованиям по общей методике.
Она включает изучение имеющихся данных с целью установить
предельные концентрации различных загрязнений, геологические
особенности (в частности, наличие зон, где может ожидаться зна-
чительная неоднородность по вертикальной проницаемости), рас-
пределение напоров и ожидаемое положение линий тока,

Помимо того, и это наиболее важно, существующие поля
фильтрации могут рассматриваться как источники трассеров,
характеризующих среду, и должны контролироваться посредством.

‘уже существующих скважин — отбором проб воды из них на хи-
мические анализы, а также бурением новых скважин различной
глубины в точках, выбранных с помощью карты гидроизогипс.

Стадия 2, соответствующая полевому определению пара-
метров, необходимых для моделирования загрязнения (скорости,
коэффициенты дисперсии), включает контроль за существующим
загрязнением (например, измерением удельных электрических
сопротивлений воды методом каротажа, если исследования на
стадии 1 показали, что загрязнение вызывает изменения удельного.
сопротивления воды), уточнение геологических данных на Вы-
бранных участках (бурёнием новых скважин или геофизическими
методами), сбор необходимых данных для определения параме-
тров дисперсии (закачкой искусственного смешивающегося за-
грязнителя, например соленой воды, с фиксацией его распростра-
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нения методами электропрофилирования, при этом выделить
влияние нижнего и верхнего водоносных горизонтов), определе-
ние коэффициентов дисперсии (путем интерпретации полевых
экспериментов © помощью численной модели).

Стадия 3, соответствующая построению и использованию
математической прогнозной модели, включает объединение раз-
личных результатов, полученных на стадиях 1 и 2 в фильтрацион-
ную и дисперсионную модели, охватывающие всю область в пре-
делах влияния захороненных отходов.

Результаты, Стадия | дает общее представление о пове-
дении загрязнения, обусловленного предполагаемыми захороне-
ниями отходов (а именно, о природе потенциальных загрязнений,
о возможном, в среднем, распространении фронта загрязнения
во времени по горизонтальному и вертикальному направлениям,
о наличии слоев, наиболее чувствительных и подверженных
загрязнению), и об основных правилах выбора прогнозной модели.
и ее масштаба (а именно, оценка поведения загрязнения в верти-
кальном разрезе, выбор схем полевых экспериментов с трассе-
рами с целью получения параметров дисперсии, определение
положения и числа необходимых скважин для проведения даль-
нейших экспериментов по определению параметров дисперсии).

Стадия 2 позволяет получить численные значения коэффи-
циентов дисперсии на различных участках, численные значения
скоростей движения воды в водоносном горизонте и уточненную.
карту линий тока, детализированное представление о геологиче-
ских условиях вблизи участков загрязнения, полное представле-
ние о вертикальных и`горизонтальных путях движения загряз-
нений и набор примерных правил, позволяющих предсказывать
загрязнение для стационарных условий при различных располо-
жениях скважин,

Стадия 3 обеспечивает получение математической модели,
объединяющей фильтрационную и дисперсионную модели в целях.
управления качеством воды в зоне захоронения отходов и обосно-
вания в сети станций предупреждения для постоянной проверки
и корректировки методов прогноза применительно к местным
условиям.



ГЛАВА 4

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ
ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ

ЗАГРЯЗНЕНИЯ ПОДЗЕМНЫХ
вод

ЛЛабораторные эксперименты показывают, что в полевых усло-
виях следует определять действительную скорость фильтрации
и коэффициенты дисперсин. При этом предполагается, что другие
характеристики водоносного горизонта (такие, как геологическое
строение и литологический состав) должны быть заранее известны;
методика их определения описана во многих работах и стала
классической. Здесь мы будем рассматривать только специфиче-
ские методы гидрогеологических исследований, применяемые при
решении задач охраны подземных вод от загрязнения (это, однако,
не ограничивает круг их применения только указанной тема- _
тикой).

Настоящая глава состоит из двух частей. В разделе 4.1 при- 1
водятся точные формулы, выраженные через явные функции (не- —
которые авторы называют их «аналитическими ›рмулами»),
Эти формулы являются решениями для простых, идеализирован-
ных математических моделей и очень часто используются в ла-
бораторных исследованиях (см. разделы 2.4 и 2.5), при которых
можно подобрать достаточно простые условия проведения опыта,
Использовать эти формулы для решения практических задач из-за
слишком многочисленных упрощений трудно. Как бы то ни было,
в некоторых случаях они представляют интерес либо как способ
проверки порядка величины, либо как непосредственный вычисли-
тельный инструмент, когда идеализация природных условий не
приводит к значительной потери точности.

В разделах 4.2 и 4.3 описаны полевые методы, обычно вклю-
чающие в себя ряд экспериментальных приемов и обработку ре-
зультатов на основе математической модели на ЭЦВМ. Прин-
ципиальной особенностью этих методов является то, что они раз-
личны в зависимости от масштаба задачи (3.1). При описании
экспериментов для каждого употребляемого масштаба основное
внимание уделяется не технической их стороне, а материалам
и рекомендациям по методике определения параметров загрязне-

ния водоносных горизонтов в наиболее типичных задачах за-
трязнения.

Последовательность определения коэффициентов дисперсии по-
казана на блок-схеме (рис. 4.0.1).
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Искусственный запуск загрязняющих Сущетвующее эагриайвиие
компонент

Регистрация распределения. концент-

‘рации.

Чиспенное ` решение _ математической
модели!

К-а Кожффициенты дисперсии: |—‹—
1. Блок-схема

Аналитические — (точные) — формул

Рис, 4.(

4.1. АНАЛИТИЧЕСКИЕ ФОРМУЛЫ ДЛЯ ОЦЕНКИ
КОЭФФИЦИЕНТОВ ДИСПЕРСИИ

Количественная оценка дисперсионных явлений производится
по данным об изменении концентрации либо в пространстве на
определенный момент времени, либо во времени в определенной
точке пространства. При этом для определения коэффициентов
дисперсии используются формулы, вытекающие из решения клас-
сического уравнения гидродисперсии для простейших эксперимен-
тальных условий: одномерной фильтрации с постоянной ско-
ростью, скачкообразного изменения концентрации на входной
транице в начальный момент времени. Вязкость и плотность рас-
твора при этом также принимаются постоянными.

4.1.1. Коэффициент продольной дисперсии

Непрерывный запуск. Рассмотрим систему:
к, 26 — ц06 д6

#яа 'О ор” 41.1)

С & 0) = 0; С (0,) = С; С (со, #) = 0.
3 — Ж. Фрид. 65



Решение (4.1.1) имеет вид:

© РГ ОВИЕ СО ЛЕтст [егіь ЗЕН )-

--ехр (Их/К,) х

(%’_Л (4.1.2)х еме
@66 @Ё й46 @

Рис. 4.1.1. Распределение концентрации, .
отвечающее классической функции ошибок , Второй член в (4.1.2) очень

мал по сравнению © пер-

вым и им можно пренебречь; тогда:

ибс РАВ —с =рен —“К...„_) ж [ ехр (— 1#(4)). — (41.3)

ЕГГ

Выражение (4.1.3) можно записать также в виде:

5' ехр (— "/9) йт). (4.1.4)
и

@к

с% = @1^

Когда на определенный момент времени переменной является ,
решение (4.1.4) представляет собой функцию нормального распре-
деления 1 — No [(х — т)/о ] с математическим ожиданием л: = (ё
и стандартным отклонением о = (2К,0)/?. Классическим свой-
ством функции нормального распределения No [(х — т)/о] яв-
ляется:

М (1) = 0,8413 л5 0,84, — М (— 1) = 01587 ах 0,16. (4.1.5)

На основе этого свойства легко определить величину стандартного —
отклонения с по графику пространственного распределения кон-
центрации. Кроме того, довольно часто за размер переходной
зоны принимают расстояние между точками х, в которых отно-

сительная концентрация равна 0,16 и 0,84 (рис. 4.1.1).
Так как в данный момент времени ширина переходной зоны.

е = 2а = ходо — оа = 2 2К ), (4.1.6)
величина К,_ определится соотношением:

К, — (Хола — Хоа)?/(80). (4.1.7)
Измерения очень часто производятся в определенной точке х
(например на нижнем конце пористой среды), и тогда фиксируется
изменение концентрации во времени.
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Полагая х = (х — 1)/(2К,4)!?, из соотношений (4.1.4) и
(4.1.5) получим:

@ — Убода)/(2К бода)! — ( — Оод)/(2К и^ = 2,

откуда К, можно определить по формуле:

к, = < [ — Убад(бола) » — к — од (боа) ]° — @&1.8)

Часто длина переходной зоны бывает мала по сравнению с рас-
стоянием от верхнего конца ереды до точки измерения; в этом слу-
чае дд И ба МОГут быть грубо приняты равными /,ь. Тогда
соотношение (4.1.8) примет вид:

К, == В04) '° ((од — болё)*. (4.1.9)

Примем о’ = ((а — бода)/(24о), оз == Х/И, тогда выраже-
ние (4.1.9) можно записать в другой полезной форме:

К, = 3 о') хи. (4.1.10)

Это выражение может быть использовано в тех случаях, когда на
нижнем конце среды вместо времени измеряется объем профиль-
тровавшегося раствора. Соотношение между объемом раствора,
прошедшим через единицу площади поперечного сечения пори-
стой среды, и в})еиенеи имеет вид У, = И{,. Таким образом, график
зависимости С/Со (где С — концентрация на нижнем конце среды)
относительно И, будет иметь вид, близкий к графику функции
нормального распределения, стандартное отклонение которой
равно (Уом — Уоле)/(2Уо)

Запуск трассерной волны. Рассмотрим систему:
д° дс. ос

Ков — “ — аг›

С(к, 0) =0,

С(0, ) = ! :<{,

С(0, 2=0 {>!, (4.1.11)

С(со, #) =0,

отвечающую запуску трассерной волны (рис. 4.1.2).
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&

Г Решение уравнения (4.1.11) имеет вид:
к—а @—)

С = (2л) '/ ехр (— п/2) @)-

о л, УзКЕ

. і” ®— Из этого выражения получим ряд следст-
нс. 41 Граничное — вий, которые используем для приведения
словие, соответствующееУпуску °иданаюрной — математических моделей в соответствие ©

волны экспериментальными — распределениями.
концентрации в случае, когда запуск:

проводнтся по схеме трассерной волны.
Найдем положения максимума величины С в пространстве

на определенный момент времени через производную функции С’
по х:

й 1 1 — в—а —)р ) _©- ауа о® [ аее )
5 \/_%ГТЭХР {_\"'—_К';”’П аО:

Тогда

@-н —ка _ 1/
КТ К Осунате

о® [—т] - = К ь

— т@-6
Для асимптотического режима (при достаточно большом #) имеем:

No ах ЭК (Е — ) -- (Е — &) ах и { — #) -- дош # — ), (4.1.12)
тде К = ои

Следствие 1. Формулу (4.1.12) можно использовать
для определения действительной скорости фильтрации @ при из-
вестной величине @ и при допущении, что изменением ширины
переходной зоны вследствие дисперсии можно пренебречь по.
сравнению с ее шириной. В таком случае х представляет собой
расстояние между пусковой и наблюдательной скважинами,
а %„ — время прихода максимальной концентрации. Тогда будем
иметь:

и = [ е((а — &) -- 10 (а — &) +
-н(а — () )') ( — )-
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Следует отметить, что величина и отличается от скорости продви-
жения максимума концентрации х/{„. Поскольку методы опреде-
ления величины а требуют предварительного знания й, данная
формула может использоваться лишь для проверочных целей.

Следствие 2. Предполагая асимптотический режим пере-
носа и малое изменение ширины переходной зоны вследствие ги-
дродисперсии, значение коэффициента К можно получить как
функцию скорости движения трассера из выражения (4.1.19):

К = 2 — «(а — )И (6н — &) (4.1.13)
тде х — абсцисса точки измерения и #, — время подхода к ней
максимума концентрации трассера. Так как величина с„ В СВОЮ.
очередь также может быть измерена, можно получить другое
соотношение между К и

б

5 ехр (— }/9) й),
к—а т
У

где К по физическим соображениям всегда положителен. Отсюда

и < Хы (6н — &) == о»

Можно показать [103], что эти три соотношения позволяют найти
одну и только одну пару значений (К, ш) в силу монотонности
функции с (и) и положительности К. Этим свойством обосно-
вывается метод согласования модели для схемы трассерной волны;
максимум кривой, который дает единственное значение коэффи-
циента дисперсии, будет совпадать с расчетным при следующих
допущениях: 1) время прихода трассера велико по сравнению
с продолжительностью запуска; 2) ширина переходной зоны при
прохождении волны через точку регистрации мало изменяется

вследствие дисперсии.
На основании сравнения численных примеров этот вывод рас-

пространяется и на случай радиальной фильтрации.
Кроме того, этот способ согласования обосновывается тем,

что максимум находится в средней части концентрационной кри-
вой, которая, как показано в разделе 2.3, хорошо описывает
явление дисперсии.

Замечание. Погрешность определения величины К по
формуле (4.1.13) равна:

4К = „и + эур

так как х и #, обычно определяются точно,
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4.1.2, Коэффициент поперечной днсперсии

Классическая постановка экспериментов описана Фридом и
Комбарнесом [110]. При этом режим концентрации является
асимптотическим (что означает стационарное распределение кон-
центрации в измеряемом сечении для больших моментов времени),
а перенос неодномерным. Таким образом, уравнение дисперсии
принимает вид:

и (дС/дх) = К; (@'С/д/). (4.1.14)
Расчеты проводятся как для чистого трассера, так и для более
общего случая, когда жидкости отличаются по плотности и ВЯз-
кости. Для того чтобы решить вторую задачу, в которой скорости
меняются по сечению, можно использовать два метода: 1) «локаль-
ный метод», который учитывает распределение скоростей и позво-
ляет найти для каждого эксперимента кривую зависимости коэф-
фициента дисперсии от локального числа Пекле; и 2) «глобальный
метод», сводящий общий случай к случаю с трассером путем вве-
дения средней скорости,

Второй метод показал хорошую аппроксимацию решения
(рис. 4.1.3), так что ограничимся в этом разделе рассмотреннем
только случая трассера.

Пористая среда, которая является двумерной, рассматривается
неограниченной в обоих направлениях. Уравнение (4.1.14) ре-
лшается для граничных условий:

дС/ду ==0 при у = < ©9,

С (0, 9) = С, при О<<у< - оо (4.1.15)
С(0, у) =0 при — со << 0.

Решение при условиях (4.1.15) имеет вид:
О1 и— == 5 | 1 + ег —- —< 4.1.16)© ?[ Т° окк к

Полагая, что с является стандартным отклонением при х == Х,
определяемым по формуле

о= 5 и(хо С/С, = 0,84) — у(хо С/С, =0,16),,
3

получим з (4.1.16):

К; = 3 0° (И (4.1.17)

4.1.3, Радиальный поток

Область применения приведенных выше формул в действитель-
ности очень ограничена такими условнями, как одномерность по-
тока, однородность среды, постоянство скорости и скачкообразное
изменение концентрации на входе в начальный момент времени.
В полевых условиях очень трудно добиться выполнения всех этих
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условий. Однако для некоторых К/0
экспериментов — при однородном {;
составе пород система (4.1.1) дает
достаточно хорошее приближение.
Это позволяет использовать фор-
мулы: из раздела 4.1.1. 10

Чаще всего полевые исследо-
вания проводятся в скважинах
в радиальном потоке. Рядом авто-
ров были предприняты попытки
получить формулы для радиально-
го потока, аналогичные [Формуялвіи '0° Ю!ИаЪ
‚для одномерного потока [166, 299 ],
исходя из уравнения дисперсии в Е2 [0
цилиндрических координатах: Рис. 4.1.3. Результаты ̀  обработки

о УВ опытов `по поперечной днеперсиит [,‚к‚г т (?)] ее разичными методами-
1 — опыты, с чистым т

1 де «локальный» метод; 3 — «глобалы—1 $ (нд= , — @118) МА
тде К, — коэффициент продольной дисперсии, и — действитель-
ная скорость фильтрации, р — плотность раствора.

При этом предполагалось, что режим дисперсии динамический
и справедливы: выражения:

тде @ — структурный параметр гидродисперсии, и — действи-
тельная скорость стационарной фильтрации, а плотность посто-
янна, Тогда уравнение (4.1.18) принимает вид:

ли ля, 
(4.1.19)

Затем принималось допущение о том, что на некотором удалении
от источника дисперсия мала по сравнению с конвективным
переносом, так что;

д дэ -я т (4.1.20)

При условии (4.1.20) уравнение (4.1.19) преобразуется:
г д% А де дс.

а-—а 0 — (4.1.21)

Решением последнего является:
бо. т 4 те( 0 = ®- ен! [(Ё—’")/Т“"і' (4.1.29)
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Из (4.1.22) следует формула:

о = (2/Зои)”*, (4.1.23)

тде с — стандартное отклонение распределения концентрации
трассера. Для случая, когда нельзя пренебрегать величиной ра-
диуса пусковой скважины, Лоу дает следующее соотнощение:

о = [2/За (г — 7/^ (4.1.24 )
С математической точки зрения задача, в которой вместо второй
производной по г используется вторая производная по #, является
принципиально иной (особенно при сингулярности в источнике),
и математики, вероятно, станут резко возражать против такого
преобразования.

С других позиций математическая модель может признаваться
правильной, пока она удовлетворительно описывает природное
явление. В случае, когда выполняется довольно грубое физиче-
ское приближение (4.1.20), можно получить очень ориентировоч-
ную оценку величины о; путем определения с по эксперименталь-
ной кривой. Но в большинстве случаев и когда это возможно
представляется правильнее сохранить — классическую форму
(4.1.19) и использовать прямые методы сопоставления эксперимен-
тальных данных с численным решением уравнения (4.1.19),
применяя ЭЦВМ.

4.1.4. Замечания по поводу гетерогенной среды
При достижении асимптотического режима ориентировочные

вычисления можно проводить для эквивалентной однородной
среды, используя формулы (4.1.10) и (4.1.17).

Когда геология и литология различных слоев слоистой пори-
стой среды известны, можно попытаться определить эффективный
коэффициент дисперсии, используя зависимость (2.5.8). В то же
время из-за неопределенности локальных коэффициентов диспер-
сии эта формула может давать только весьма ориентировочные
оценки К, поэтому она используется лишь для проверки порядка
величины коэффициента дисперсии.

4.2. ПОЛЕВЫЕ МЕТОДЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ
КОЭФФИЦИЕНТОВ ДИСПЕРСИИ

Полевые методы обычно подразделяются на четыре группы,
соответствующие четырем употребляемым масштабам задач пере-
носа загрязнений. Эти масштабы являются функцией среднего
расстояния переноса:

— локальный масштаб от 2,5 до 4 м;
— средний масштаб от 4 до 20 м;
— крупный масштаб от 20 до 100 м;
— региональный масштаб более 100 м (обычно до нескольких

километров).
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4.9.1. Локальный масштаб.
Односкважинный импульсный метод

Рассмотрим совершенную по степени и характеру вскрытия
скважину. Она заполняется водой, содержащей радиоактивный
трассер, так, что концентрация по всей глубине скважины оди-
накова. Раствор вытесняется раствором такой же концентрации,
а затем пресной водой. После этого из скважины производится
откачка. В каждом слое непрерывно регистрируется концентра-
ция во времени, а измерения интерпретируются по двум направле-

ниям: 1) по изменению концентрации трассера во времени в дан-
ном слое, и по глубине на данный момент времени оцениваются
относительные проницаемости литологических слоев [174]; 2) по
изменению концентрации во времени для данного слоя можно про-

вести количественную оценку коэффициентов продольной гидро-
дисперсии для каждого слоя, используя для этого дисперснонную
схему (см. раздел 3.2) и математические модели [99, 117 ].

Экспериментальные — исследования. Радиоактивный трассер
запускается в водоносный горизонт через перфорированный
пьезометр. Радиоактивность измеряется по всей длине фильтра
пьезометра. В каждой точке радиоактивность зависит от: 1) кон-
центрации трассера в самом пьезометре; 2) объема водоносного
тгоризонта, заполненного трассером вокруг точки измерения.
Форма ореола распространения искажается в зависимости от
гидродинамических свойств каждого слоя: трассер свободно про-
никает в хорошо проницаемые слои и значительно слабее в слабо-.
проницаемые; 3) объемной радиации, излучаемой объемом: в до-
полнение к концентрации трассера эта радиация зависит от
эффективной пористости и плотности скелета породы.

Характеристики зонда и математическое моделирование пока-
зали, что наибольшее значение имеют первый и третий из пере-
численных факторов.

Испытывались различные радиоактивные трассеры: **Вг с пе-
риодом полураспада 36 ч и максимальной энергией излучения
0,78—1,47 МэВ; !°] с периодом полураспада 8,05 сут и макси-
мальной энергией излучения 0,36—0,64 МэВ; Сг с периодом
полураспада 27,8 сут и максимальной энергией излучения
0,32 МэВ.

Чаще всего использовались *°В н ', Для опытов требуется
незначительная радиоактивность (не более нескольких микро-
кюри). Указанные изотопы используются в виде растворов иоди-
стого и бромистого натрия, упакованных в специальные ампулы.
Раствор вытесняется из ампулы водой с помощью двух медицин-
ских игл и постепенно смешивается с 4 м® воды (для скважины.
глубиной 830 м) рециркуляционным насосом. Аппаратура, необ-
ходимая для таких процессов, очень проста, безопасна и приме-
нима в полевых условиях.

"Такие трассеры обладают рядом важных свойств:
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— не представляют угрозы для обслуживающего персона ла
и окружающей среды, благодаря своей низкой активности и не-
большому периоду полураспада;

— хорошо определяются;
— не меняют плотности Воды.

Замеры радиоактивности осуществляются с помощью зонда,
в котором располагается сцинтилляционный датчик. Сигнал от
зонда поступает через трос-кабель на интегратор и на шкалу
счетчика. Каротажная диаграмма регистрируется самопиецем,который управляется движеннем зонда вниз. {;›ис‹ 4.2.1).

Замечание. По ряду причин зонд может искажать сиг-
налы, которые он принимает, поэтому перед экспериментом не-
обходимо установить его характеристики. При этом важны две
характеристики: разрешающая способность зонда и размер зоны
влияния. Далее, рассмотрим примеры возможных методов опреде-
ления этих характеристик.

Определение разрешающей способности
зонда. Измерения выполняются с потерей информации, кото-
рая связана с разрешающей способностью зонда. Исключить этот
эффект можно с помощью процесса обращения свертки, полагая:

5() = З е -0Ф ()
тде $ () — измеренная активность в некоторой точке на глу-
бине /, е — распределение концентрации трассера вдоль ствола
пьезометра, Ф — функция ядра свертки, представляющая собой
характеристику зонда применительно к определенному изотопу.

Экспериментальная установка состоит из слоистой среды,
в один из пропластков которой вводится трассер с концентрацией,
равной 1. С помощью численного обращения свертки [81] про-
водится вычисление функции Ф (рис. 4.2.2) для шагов перемеще-
ния зонда, равных 5 см. Затем, проводя обращение $ с помощью
функции Ф, можно найти распределение концентрации трассера
в пусковой скважине. На рис. 4.2.3 показаны результаты серии
измерений, выполненные с интервалом в 10 см (здесь концентра-
ция ! соответствует активности, равной 1000). Для получения
распределения е каротажная диаграмма обращается с помощью'
функции Ф, а затем для проверки метода проводится численная
свертка распределения е с помощью функции Ф.

Размеры области влияния. Исследование про-
водилось в контейнере емкостью !1 м®, разделенном на цилиндри-
ческие коаксиальные секторы. Это позволяло вводить трассер
в любой из секторов. Было установлено, что при расстоянии от.
пьезометра, превышающем | м, концентрический ореол трассера
не обнаруживается (рис. 4.2.4).

Днаметр пьезометра должен выбираться исходя из днаметра
зонда. Пьезометр оборудуется фильтром на всю мощность водонос-.
ного горизонта (скважность должна быть больше 20%). Фильтро-
вая труба обертывается нейлоновым полотном, ширина ячеек:
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Рис. 4.2.1. Схема установки _ для
запуска трассерной волны.
1 — смеситель; 2 — зонд; — 3 — ннте-
гратор; 4 —- шкала счетчика; & —- са
мопишущее устройство.

. Импульсная — характе
ристика зонда

ю 20 х
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Рис. 4.2.3. Результаты обращения (зависимость активности
от глубины).
1 — результаты обращения («истиннос» распредсление октивности)
3 — результаты ‘полевы: 3 © расчетное распределени
чамеренной: активности, ‘нно путем. свертки «Петинного».
распредедения © учетом' разрешающей способности зонда



Рис. 4.2.4. Лабораторные исследования объема, влияющего на Зонд.
Секторы `насыщались трассером в следующей последовательности

3 4, 6. Концентрация трассера и уровень. измеря-
полёвых опытах, @ — активиость, ИМп/с

К 1000 2000 _ 3000 имп/с
10 е

С 1140
Л 11уво:

12 > <— | 1220
13 ли

14 % —
15[ —

НН - 19,00-83 } 1630
Ка : :

: \(" 392 -18,90-3 Е

Рис. 4.2.5. Результаты запуска в скважину трассера ®°Вг,
Кривые соответствующие: А — концу налива чистой воды (22 ч 15 мин), В — концу

трассерного раствора (19 ч $0 мнн). / —- торф; 2 — песок и гравий с Вклю-
9 — песок н гравий; 4 —- крупнозернистый песок; 5 —чениями. глииистЫх / ли

чяжелый мергель:



которого составляет 0,5—1 мм.
Не должно быть никакой гра-
вийной обсыпки, поскольку она
может исказить информацию,

с регистрируемую зондом.

"БобМ. Полевой эксперимент прово-
дится в четыре стадии. Пьезоме-
трическая колонна заполняется

Т раствором трассера путем от-
качки из ее верхней части при

Буби нагнетании в её дно. Когда ак-
ка тивность — откачиваемой — воды.
е становится постоянной, откачка

прекращается и начинается за-

пуск трассерного раствора (не-
О 5 о 15 20м3 обходимо создавать — незначи-

Рис. 4.,6, Зависнмость › активности ТеЛЬНЫЙ ПОДБеы — Уровней — В
от объема`откаченного раствора для ВОДОНОСНОМ _ Горизонте, чтобы
слоев различной проницаемости. обеспечить безопасность и пре-

дотвратить перетекание трассера
из исследуемого пласта). После этого производится налив обычной
воды. Затем осуществляется откачка воды из опытной скважины
и по каждому слою регистрируется возвращающийся радиоактив-
ный ореол,

На каждом этапе опыта расход должен быть достаточно мал,
чтобы время, необходимое на построение каротажной диаграммы,
было мало по сравнению с временем перераспределения трас-
сера в горизонте. Тогда диаграмму можно расематривать как
единовременную. При этом, чем больше нужно получить
днаграмм, тем важнее это условие. Пример такого опыта,
выполненного © изотопом “°Вг, показан на рисунках 4.2.5 и
4.2.6.

Замечание. Приведенные результаты позволяют каче-
ственно оценить изменение проницаемости по разрезу. Можно.
выделить два наиболее проницаемых слоя, — характеризую-
щихся:

— максимальными значениями активности при наливе;
— наиболее быстрым спадом активности при наливе нера-

диоактивной воды;
| — большим, по сравнению с другими слоями, выходом трас-

сера при откачке.

Очевидно, что основная доля проводимости водоносного гори-
зонта, определенной по данным классической опытной откачки,
относится именно к указанным двум слоям. На рис. 4.2.6 пока-
зано изменение радиоактивности для слоев различной прони-
цаемости. Можно отметить, что в большинстве случаев общее коли-
;ЁСЭЁЮ возвратившегося радиоактивного трассера около 85—

250
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Математические модели. Модели базируются на основном
уравнении дисперсии:

В е площе —р« [Ко- ( втай -) ] — @ (о) = р›

которое упрощается на основе следующих предположений.
Среда` представляется в виде однородных, горизонтально за-

легающих, не взаимодействующих между собой слоев. Исполь-
зуется незначительное количество трассера, что обеспечивает не-
изменность плотности и вязкости по сравнению с пресной водой.
Координатная система выбирается так, чтобы она совпадала
с главными осями тензора коэффициента дисперсии. Скоростной
режим предполагается таким, что имеет место динамическая дис-
персия и коэффициент дисперсии может быть записан в виде:

К = ои |,

где и — действительная скорость фильтрации, о; — структурный
параметр гидродисперсии, имеющий размерность длины.

Задача состоит в определении величины о, — структурного
параметра продольной гидродисперсии, который считается равным
соответствующему параметру в радиальном потоке [146]. Пред-
положим, что вертикальной и горизонтальной поперечной диспер-
сией можно ‘пренебречь. Тогда модель примет вид:

«& (@|и| стач с) — @у (ис) = ® (4.2.1)

д°й. 1 д% $ о®нн т (4.2.2)

ЕЕЕ % вга й, (4.2.3)

тде й — напор в водоносном горизонте в процессе налива или
откачки, и, — действительная скорость фильтрации естественного
потока, у — динамическая вязкость, ® — пористость, & — коэф-
фициент проницаемости, 7` — проводимость и $ — коэффициент
водоотдачи. Система дополняется соответствующими граничными
и начальными условиями. Рассмотрим два случая: без учета и
с учетом естественного фильтрационного потока.

1. иа = 0: дисперсия имеет чисто раднальный характер и
можно использовать радиальные координаты для записи уравне-
ния дисперсии:

) дс. 1 д(гис) _ дсоо (е11915) та 2
2. Величиной и, нельзя пренебрегать: главные направления

тензора коэффициента дисперсии будут совпадать с образовав-
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шимися тангенциальными линиями тока и гидроизопьезами.
При этом уравнение (4.2.1) преобразуется к виду (см. раздел 5.3):

иа-5 (е1н1-35) — 5 = & (4.2.5)
в координатах Ф и , где Ф.
1 = соп5! — линии тока.

'Определение коэффициентов дисперсии можно проводить двумя
способами: на основании полуаналитической формулы, вытека-
ющей из (4.2.4), или моделированием прямых задач и приближе-
нием решения к опытной кривой.

Полуаналитическая формула. Предположим,
что условия опыта соответствуют первому случаю, когда вели-
чина и„ пренебрежимо мала. Можно показать, что довольно.
быстро устанавливается стационарный режим фильтрации (через.
несколько минут после начала налива или откачки) и действи-
тельная скорость фильтрации

сопз! — изолинии равных напоров,

и=

тде А = @/2лЬФ, Ь — мощность водоносного горизонта, @ — рас-
ход при наливе, ® — пористость. Поток направлен от опытной
скважины (для откачки следует принять знак минус). Тогда,
исходя из (4.2.4), параметр о равен:

дс

(4.2.6)

Поскольку величина производной дс/дё определяется из экс-
перимента, выражение (4.2.6) можно переписать так:

-н () — са () вна( — са( д

2А` [С‚...Н Спэз () _ та ( цпіі)] *
та —а п—

(4.2.7)

л—

где с (!) — концентрация в момент времени /, в точке #, находя-
щейся на расстоянии /; от оси скважины, г — радиус опытной
скважины.

Формула (4.2.7) получена путем дискретизации зависимости
(4.2.6) при допущении, что изменением размеров переходной
зоны за относительно короткий промежуток времени @ можно
пренебречь. Затем полагается, что трассер движется без диспер-
сии так, что его концентрация в скважине в момент { -- @# равна
концентрации в точке на расстоянии г, -|- 47 от скважины в момент:
времени ;, где @ определится формулой:

еа

@е= [ а.
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Таким образом,

блн1 (3) == ла (1),
ба () = ба (1).

Например:

п = ИЗАФ-ЕЙ,

п = ИЗАФ-ЕЛ.

Чем меньше промежуток време-
ни @/, тем точнее определяется
величина параметра @. Таким
образом, если величина А из- ! щ
вестна с достаточной точностью, — © 7 80® — &омин
то путем простых вычислений — Рис. 4.2.7. График изменения_относи-
по формуле (4.2.7) можно быст- — тельной концентрации трассера в0 вре-
ро оценить порядок величины о;, — Мени на определенной глубине.

Моделирование, Для 1 — пнлывнтаониекроия 10 м)
моделирования — используется
конечноразностная форма уравнений (4.2.1), (4.2.2) и (4.2.3).
Ввиду симметрии эти уравнения можно свести к их одномерным
(по пространственным переменным) аналогам (см. раздел 9.6),

Для моделирования уравнения (4.2.1) используется полностью.
неявная схема с разностью назад по направлению скорости филь-
трации. Для решения системы линейных конечноразностных урав-
нений используется трехдиагональный метод исключения Гаусса.

Для получения хорошего совпадения численных решений
с экспериментальной кривой используется метод последователь-
ных приближений. На рис. 4.2.7 показано изменение концентра-
ции во времени на определенной глубине скважины; в этом опыте.
определения параметров гидродисперсии были проведены через
каждые 95 см (см. главу 6).

Заключение. Односкважинный импульсный метод позволяет
дать количественную оценку коэффициентов продольной дисперсии
для каждого слоя при масштабе опробования 2--4 м. На его основе
можно выделить слои, наиболее опасные с точки зрения распро-
странения загрязнений, и проводить для них прогнозные расчеты.

Важно также отметить, что большая часть радиоактивного
трассера откачивается обратно из водоносного горизонта и, если
время жизни радиоактивного элемента небольшое, то эти экспе-
рименты совершенно безопасны и отсутствует угроза заражения.

4.2.2. Средний масштаб. Многоскважинный метод

Эти опыты в своей основе очень просты. Нагнетаемый в пласт
раствор трассера обнаруживается группой наблюдательных сква-
жин, Кривые изменения концентрации во времени количественно
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Направление естественного!
—Я ототока

Рис. 4.2.8. Схема проведения многоскважинного опыта..
в естестенный поток; @ — импул

‘блюдательной скважнны. / —- ореол распростри
— пусковые скважнны; & — наблюдательные скважины.

интерпретируются для определения коэффициента продольной
дисперсии (рис. 4.2.8).

Замечание. Многоскважинные эксперименты проводились
также в лабораторных условиях [1461. Естественно, что методы.
исследований здесь отличались от полевых экспериментов, по-
скольку в последних решающее значение имеют соображения
экономического характера: объем экономических затрат обычно.
сильно зависит от масштаба эксперимента.

Методика. Методика состоит в следующем. Рассмотрим пуско-
вую скважину и группу наблюдательных скважин, расположенных.
по концентрическим окружностям вокруг пусковой. Все сква-
жины являются совершенными по степени вскрытия водоносного.

горизонта. Трассер вводится в пусковую скважину, равномерно
распределяется в ней и трассерный раствор интенсивно вытес-
няется в пласт. Таким образом, реализуется начальное условие,
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соответствующее запуску трассерного «пакета», а по наблюда-
тельным скважинам анализируется импульсная переходная ха-
рактеристика. Изучаемые функции представляют собой зависи-
мости концентрации трассера от времени в точках простран-
ства.

'Что происходит с раствором трассера после его запуска в водо-
носный горизонт? Существуют две возможности: либо он перено-
снтся со скоростью естественного потока подземных вод, либо
вытесняется при более высокой скорости.

В первом случае можно воспользоваться простой расчетной
схемой: при масштабе 6—12 м скорость фильтрации не изменяется
и справедлива схема плоскопараллельного потока. Это позволяет.
использовать точные формулы, подобные приведенным в раз-
деле 4.1, и предыдущие аналитические решения уравнений. Ряд
примеров будет рассмотрен позже в этом разделе. Отметим, од-
нако, что такие эксперименты являются продолжительными и это.
не позволяет использовать короткоживущие радиоактивные изо-
топы, Использование же тяжелых растворов повышенной кон-
центрации приводит к необходимости учета гравитационных
эффектов, которые становятся заметным нарушающим факто-
ром.

Во втором случае вынуждающая скорость движения трассера
либо настолько велика, что можно пренебречь скоростью есте-
ственного потока, либо эти две скорости должны складываться.
Хотя было бы и желательно пренебречь скоростью естественного.
потока (опыт проводится быстро, а модель является чисто ра-
диальной), эти условия трудно достижимы: вынуждающая ско-
рость является раднальной и, таким образом, более или менее про-
порциональной 1/г (где г — расстояние от пусковой скважины),
тем самым уменьшается очень быстро. Возникает необходимость
поддержания высокого давления и расхода при наливе, что не
всегда возможно в условиях опыта,

В обоих случаях необходимо предварительно знать направле-
ние и скорость естественного потока. Такие данные необходимы
для определения расхода при наливе и для оптимального размеще-
ния наблюдательных скважнн. В первом случае знание скорости
естественного потока позволяет бурить наблюдательные скважины
только по направлению движения трассера, сокращая число
скважин и соответственно денежные затраты. Во втором случае,
если известна скорость естественного потока, можно подобрать
такой расход при наливе, чтобы поток трассера был радналь-
ным. При этом нет необходимости в определении направления
скорости естественного потока, и наблюдательные скважины
можно располагать в любом направлении поблизости от цент-
ральной.

Замечание. При этом масштабе опытов можно обычно
принимать направление скорости естественного потока везде
параллельным данному направлению.
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Обычные упрощающие допущения и математически е модели

Начальная концентрация используемого трассера выбирается
с таким расчетом, чтобы его вязкость и плотность оставались по-
стоянными и не отличались от соответствующих характеристик
чистой воды. Скорость движения раствора должна быть постоян-
ной в ходе эксперимента и равной либо естественной скорости ,
либо суперпозиции естественной и радиальной скоростей, послед-
няя из которых искусственно поддерживается постоянным расхо-
дом или напором в скважине (как отмечалось выше, действитель-
ная скорость фильтрации в естественных условиях иногда мала
по сравнению с радиальной). Поэтому скорость движения раствора
или измеряется или задается один раз и навсегда в последующем
эксперименте.

Скоростной режим создается таким, чтобы имела место только
тидродисперсия, т. е. коэффициент дисперсии был линейной функ-
цией действительной скорости фильтрации (см. 2.4.9):

К сци.

При этом предполагается, что структурные параметры продольной
дисперсии о;, имеют одинаковые значения в случаях радиального
и одномерного потоков [1461. Поток является горизонтальным;
вертикальной и горизонтальной поперечной дисперсией можно
пренебречь по сравнению с продольной дисперсией.

Первый случай. Одномерная, плоскопараллельная
схема. При пакетном запуске трассера коэффициент дисперсии
определяется по формуле (4.1.13).

Второй случай. Когда можно пренебречь естественным
потоком, процесе в`однородной среде носит плановый радиальный
характер. При этом:

—‚'— э [,‘К‚/%(Г—_„ ——'7 ді‚('иг) =

тде К, — коэффициент продольной дисперсии, и — действитель-
ная скорость фильтрации, р — плотность раствора. С учетом
изложенных упрощений уравнение (4.2.8) можно переписать
в виде:

(4.2.8)

та а «

где и = А/г, А = @/ЭлЬФ, @ — расход налива, @ — мощность
водоносного горизонта, Ф — пористость. Когда в скважину
вводится «пакет» трассера, экспериментальная кривая представ-
ляет собой импульсную переходную характеристику. При этом
отметим, что положение максимума зависит от действительной
скорости фильтрации, а его амплитуда от дисперсии (как при
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запуске трассерной волны, см. раздел 4.1.1). Модель здесь имеет
вид:

@А д% _ А дс _ дс

@в О (4.2.10)

е( ) =0, Т<&

с(со, #) =0,

тде Т — время окончания пакетного запуска, , — радиус пуско-
вой скважины, Величина А постоянна в течение всего`экспери-
мента, благодаря тому что после запуска трассера в скважину
производится налив чистой воды с тем же расходом.

Замечание. Допущение о стационарности фильтрацион-
ного потока является корректным, так как она достигается в тече-
нии нескольких минут (численные и экспериментальные резуль-
таты см. в 1103]). В тех случаях, когда нельзя пренебречь есте-
ственным потоком подземных вод, суммарная скорость представ-
ляет собой суперпозицию скорости радиального потока А/г и
одномерной скорости естественного потока ш, (рис. 4.2.9). Тогда
модель представляется в системе координат гидродинамической
сетки (см. раздел 5.2) уравнением (4.2.5), при этом используется
симметрия профилей поля скоростей.

Примеры. Рассмотрим ряд примеров, иллюстрирующих воз-
можности многоскважинных методов.

Первый случа й. Экспериментальная схема приводится
на рис. 4.2,10 [1 . Опыты проводились в ходе изучения лионского
водоносного горизонта, геологическая характеристика которого
приводится в разделе 6.2. Было мгновенно запущено 100 г иода
(в виде No1). С целью измерения средней по глубине концентрации
трассера в пусковую и в некоторые наблюдательные скважины
опускалось смесительное устройство, показанное на рис. 4.2.11.
Концентрация определялась путем химических анализов проб,
отобранных на глубинах 6 м и 12 м пробоотборником. Исполь-
зовался также радиоактивный трассер (2 мК '*!1); схема устройства
для непрерывного измерения показана на рис. 4.2.11. Эксперимент
длился 160 ч; измерения концентрации трассера в каждой из семи
наблюдательных скважин проводились через 2—10 ч.

Результаты (зависимости концентрации Г от времени) в пуско-
вой скважине и в наблюдательной скважине А, показаны соответ-
ственно на рис. 4.9.12 и 4.2.13. На рис. 4.2.14 показаны макси-
мальные значения концентрации трассера, отмеченные в семи
наблюдательных скважинах. Полученные кривые можно исполь-
зовать для определения действительной скорости фильтрации
(см. раздел 4.3) и для определения коэффициента продольной
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Рис. 4.2.9. Суперпозиция _`радналь-
ной вынуждающей скорости и есте:
ственного фильтрацнонного потока

Рис. 4.2.10, Схема _ расположения
скважин` при_ выполнении — мног‹
скважинного эксперимента-
А Б — наблюдательные скважнны; П—

нн

0 оц оВВ ЕЫО
Рис. 4.2.11. Измерительное устройство для опытов с радиоактивными трас-
серами.

2 — кран для отбора проб; 8 — циркуляционная камера; # — счетчик м.
пульсов; & — самопиеец; & — аонд-регистратор; 7 — пьезометрический `уровсм
фильтр; 9 — фильтр скважины.

Рис. 4.2.12. Изменение концентрации трассера (части на млрд) во времени в пу-
сковой скважине
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Всм.
Рис. 4.2.15. План расположения (@) н конструкция (б) скважин при проведении
многоскважинного эксперимента в рейнском водоносном горизонте.
1 — пусковая _ скважнна; 2 — наблюдательные скважины; & — статический ` уровень
подоомных вод 4 =х фильтр сквожниы

0

!

ЗИ Т оо сууем?
\ === 15

—^ 8
4 !

ее 05
ЦЕ

#4 12445 — 18485 — 1%ч *

Рис. 4.2.16. Устройство для запуска трассера, использованное в ходе много-
скважинного эксперимента в рейнском водоносном горизонте.
1 и 2 — емкости с насыщенным раст ‘смкость с водосливом; 4 — емкост
5 и 6 — краны; 7 —- расходомер; 8 я труба; ® — ВОДОПроводная сет!
10 ограждение

Рис. 4.2.17. Опытиые и вычисленные результаты м
мента в рейнском. водоносном горнаонте,
1 — экспериментальная кривая; 2 — теорстическая | кривая

госкважинного экспери-

дисперсии. В этом примере параметр о,, вычислялся по формуле
(см. раздел 4.1.1):

1 (4.2.11)

где & — продолжительность запуска, — время прихода макси-
мума концентрации в точке, расположенной на расстоянии ®
от пусковой скважины, и — средняя действительная скорость
филы;;;аьции. Для описанного эксперимента было найдено, что
а = см.
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Второй случай. С помощью многоскважинного метода
в условиях чисто радиального потока производилось изучение

процесса загрязнения рассолами рейнского водоносного горизонта
(см. главу 6). Этот водоносный горизонт сложен хорошо прони-
цаемыми песчано-гравийными отложениями. Расположение пуско-
вой и наблюдательных скважин показано на рис. 4.2.15. В`ходе
опыта в водоносный горизонт производился налив соленой воды
с минерализацией 10 г/л и расходом 10 м“/ч, который был достато-
чен для создания чисто радиального фильтрационного потока
внутри первого кольца наблюдательных скважин. Схема оборудо-
вания пусковой скважины, обеспечивающего постоянный расход
налива, приведена на рис. 4.2.16. В наблюдательных скважинах
раствор перемешивался. Значения концентрации непрерывно ре-
гистрировались с помощью резистивиметра и контролировались

путем отбора проб. Измерения велись в течение 12 ч после прекра-
щения запуска индикатора. Результаты (зависимости концентра-
ции соли от времени) обрабатывались на основе модели радиаль-
ной дисперсии (рис. 4.2.17) и дали @,, == 1100 см.

4.2.3. Крупный масштаб. Односкважинный метод

Для данного масштаба характерные размеры составляют от
20 до 100 м. Многоскважинные методы, описанные в разделе 4.2.2,
при этом масштабе можно применять только в следующих ус-
ловиях.

1. Для того чтобы точно определить дисперсионный фронт,
необходимо ввести значительное количество трассера. Объем
запускаемого раствора должен быть соизмерим © объемом опро-
буемого пласта. В противном случае трассер будет распростра-
няться только в пределах узкой зоны в направлении естествен-
ного потока.

2. Скорость потока является результатом суперпозиции есте-
ственных уровней подземных вод и повышений уровней, вызван-
ных наливом. Обычно, за исключением области вблизи пусковой
скважины, можно учитывать только скорость естественного по-

тока; схема раднального потока здесь невозможна.

3: Направление естественного потока необходимо устанавли-
вать достаточно точно. Иначе потребуется значительное число
наблюдательных скважин, что существенно удорожает экспери-
мент. Конечно, эти условия в принципе выполнимы:

Однако с научной и финансовой точек зрения, представляет
интерес другой метод, который был специально разработан для
изучения процессов загрязнения подземных вод. Это односква-
жинный метод, при котором движение запускаемого раствора элек-
тролита контролируется по изменению электропроводности пласта

средствами электроразведки. Измерения проводятся с поверх-
ности земли и не нарушают среду. Поток подземных вод при этом
имеет естественную скорость. Эксперимент такого рода дает воз-

89



можность определить: во
первых, направление и
величину действительной
скорости подземных — вод
(ем. раздел 4.3.2) и, во-

вторых, коэффициенты.
дисперсии по данным об
изменении — концентрации

„о трассера во времени в
точках измерения (расчеты
выполняются по величи-
нам кажущихся сопротив-
лений).

Эксперимент. Методика
проведения геофизических
наблюдений описана в при-
лож. П. В качестве ин-
дикатора чаще всего ис-
пользуется раствор NoС!
благодаря его дешевизне
и хорошим электролити-
ческим свойствам. Конеч-
но, можно использовать
и другие химические сое-
динения, если их стои-

і ' мость и свойства срав-
ЧЕ нимы с поваренной солью.

Рис. 4.2.18. Односкважинный — геоэлектри» Замечание. NoС!
ческий метод: устройство для запуска трас* — рекомендуется — использо-

а вать при достаточно высо-
тионная а _скве ком электрическом сопро-
ое ааолии тивлении — грунта, когда

разумным — количеством

МNoаС! можно существенно изменить предельные значения сопро-
тивлений. В других случаях можно использовать субстанцию,
повышающую сопротивление: например, если грунт загрязнен
солями, можно нагнетать пресную воду и регистрировать уве-
личение сопротивления. Устройство для налива соленой Воды.
показано на рис. 4.2.18.

Для’того чтобы обеспечить хорошую однородность смеси, вода
скважины рециркулируется и затем вводится в пласт по всей его
мощности, При этом также уменьшается опасность осаждения соли
на дно скважины. Соль растворяется при относительно высоком
давлении и запускается с постоянным расходом: в окрестностях
скважины может наблюдаться локальный раднальный эффект
(отклонение потока от плоскопараллельного), вызванный нало-
женным дополнительным расходом соленой воды. Этот эффект
контролируется в процессе измерений.
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Используются совместно три геофизических метода (см. при-
лож. П): вертикальное электрозондирование ВЭЗ, электропро-
филирование ЭП и метод потенциалов МП.

Перед началом опыта для изучения начального ненарушенного
теоэлектрического состояния грунта по сетке электродов прово-
дится вертикальное электрозондирование, электропрофилирова-
ние и измерение потенциалов.

В ходе эксперимента проводится электропрофилирование (на-
пример, 5 раз в суткн), а также двукратное (в середине и в конце
налива) вертикальное электрозондирование и потенциометрия.

После окончания налива электропрофилирование и измерение
потенциалов проводятся в точках, которые могут считаться при-
годными для этих целей согласно предыдущим измерениям,
с частотой, зависящей от чувствительности измерения и контра-
стов сопротивлений и потенциалов.

Обычные упрощающие допущения и модели. При односква-
жинном методе предполагается, что литологические, геологические
и гидродинамические характеристики всей изучаемой зоны та-
кие же, как в месте расположения скважины. Тип расчетной схемы.
(криволинейные или канонические прямоугольные координаты)
зависит от геометрии линий тока. Обычно допускается, что в пре-
делах опробуемой области линии тока являются прямыми. Исклю-
чение может составлять небольшой участок вблизи скважины,
в пределах которого происходит поперечное расширение опро-
буемой зоны. Этот эффект обычно приписывается радиальной
скорости, вызванной наложенным на поток дополнительным рас-
ходом соленой воды при наливе. Этим локальным эффектом можно
пренебречь на некотором небольшом расстоянии от скважины,
и входная граница области сдвигается на это расстояние по потоку
(рис. 4.2.19).

Из других обычных допущений (прежде всего для аллювиаль-
ных водоносных горизонтов) следует отметить слоистое строение
пласта, которое подтверждается геологическим разрезом по
скважине, отсутствие заметного перетекания между слоями (слои
независимы и скорости в них постоянны). Гравитационными эф-
фектами можно пренебречь так же, как изменениями плотности
раствора.

Замечание. Можно показать, что эти упрощающие допу-
щения являются в большинстве случаев вполне разумными.
Конечно, если в этом возникает необходимость, они могут быть
преобразованы или изменены. Например, можно учесть верти-
кальные перетоки между отдельными слоями, путем введения
в двумерную горизонтальную модель распределенных источников
в соответствующем уравнении (см. раздел 9.5.9).

При этих допущениях модель представляет собой ряд двумер-
ных горизонтальных моделей дисперсии; скорости, коэффициенты

‚ диеперсии и граничные условия изменяются от слоя к слою
— (рис. 4.2.20. Здесь @; — расход потока на входной границе слоя ).
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Рис. 4,2.19. Односкважинный геоэлектрический метод. Определение модели-
руемой области.
1 — пусковая с 2 — моделируемая _ область.

Рис. 4.2.20. Многослойная модель.
а — раскод `загрязняющего потока; К, н Ку — кожффициенты — диспереин; — У —
скорость Фильтрации в Водоносном горибонте

Каждая модель основывается на уравнении дисперсии:

д де\ @ д6 @с да
а (Кеае) +р (Кг ау) — ох 9 — ар› КЗ

записанному в классических прямоугольных координатах, обра-
зованных направлением средней скорости и перпендикулярным
к ней направлением в горизонтальной плоскости хОу слоя. Моде-
лируемая область, таким образом, представляется полуограни-
ченной полосой с входной границей на скважине.

На входной границе в зоне засоления концентрация равна кон-
центрации в скважине, а на других ее участках — фоновой кон-
центрации. На прочих границах сохраняется фоновая концент-
ция.

"Таким образом, начальные и граничные условия будут вметь
вид:

С@ #, 0) = С( 1,
С(& 1, ) =С,(х, ),

С(0, #, ) =С,(у, ), —а<и< +а, (4.2.13)
С(0, , Э= С, (0, #), |#|>а,

С(М, #, В = С,(М, #).

Фоновая концентрация в ряде случаев может приниматься по-
стоянной. Концентрация на входной границе вычисляется по.
формуле разбавления через расход потока соленой воды и расход
естественного потока по каждому слою. Полагая, что @ за|! —
расход налива соленой воды (размерность МТ`!), а @ адш! () —
расход естественного потока через скважину в /-ом слое (размер-
ность 1М/Т”!), можно записать:

Фоции () == () -4 +Й ()
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где и (]) — действительная скорость фильтрации в /-ом слое,
& () — мощность слоя, @у — приращение ширины. Полагая, что
@, (]) — расход соленой воды в /-ом слое, получим:;

О‹(і):Цпп"?(і)'”(і)/;п(і)*(і)‚
где & () — проницаемость /-го слоя. Тогда концентрация в сква-
жине равна:

©,() = , (1)/Ю аы ()
Концентрация по всей глубине скважины постоянна и равна:

Ф ),_'С?...и (0Д
Определяемые геофизическими измерениями количественные

экспериментальные данные представляют собой средние по мощ-
ности пласта величины. Для приспособления модели к этим усло-
виям необходимо определенным образом установить эти средние
величины (рис. 4.2.21). Здесь можно использовать теорию при-
ведения к однородной пористой среде, рассмотренную в раз-
деле 2.5.1, т. е. следующие формулы (обозначения даны в раз-
деле 2.5.1):

для пористости

Т Фа
* й

для концентраций
“

Феау,Ф( —) ;7[. н
для скоростей.

= Тоиад/Тт‹!у‚
» ^

для коэффициентов дисперсии

Т алещЕы, Т'К,_‹]\[!у›р,гігі_і/
Ф( —) \, п

Ф=

и

й

= |Фе-24 - ч0)= 9( 0.
й

Согласование модели с экспериментальными кривыми. Модель
согласовывается с типичными кривыми кажущихся сопротивле-
ний, выраженных в процентах изменений по отношению к зна-
чению при фоновой концентрации (рис. 4.2.22).

93



Аз=357°

- 
е

 
г
 

о
 

че

о.

) кр

Рис. 4.2.29. План_изменений кажущихся сопротивлений (в процентах). Мас-
лштаб : 400.
1 — точки. вертикального электрозондирования; 2 — пусковая сква
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Рис. 4.2.23. График изменения относительного электрического сопротивления
водного раствора МаС! (в процентах) в зависнмости от изменения. его относн-
тельной концентрации (в процентах) при температуре 13°С
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'Обозначим через с постоянную фоновую концентрацию, а че-
рез с‚ постоянную концентрацию в скважине. Из (4.9.12) следует
решение:

(@ — @)К( ®) - со

где / (х, ) — функция ошибок некоторого вида. При небольшой
амплитуде изменения концентрации электрическое сопротивление
обычно линейно зависит от относительного изменения концентра-
ции (рис. 4.2.23) (но это требует проверки). Тогда:

А — (&
с

В скважине измеренное изменение равно:

ОНОа (^_Р) у
с 2003

План изменений электрических сопротивлений приводится к плану
относительных изменений электрических сопротивлений с по-
мощью соотношения:

А АрС/
Из модели непосредственно вычисляется:

(@ — о) Г(& 0/( — со) = [ (х, 1).
Таким образом, необходимо согласовать распределение / (х, 13

в плане с распределением

еР 07°

Под концентрацией при этом понимается её среднее значение
в пласте. Согласование проводится в два этапа.

1. Положение, мощность и проницаемость каждого слоя ‘опре-.
деляется по геологическому разрезу скважины. Эти величины
в процессе согласования подвергаются изменению, Следует от-
метить, что суммарная проводимость и мощность пласта при этом
являются фиксированными значениями. Метод последовательных
приближений, используемый для определения послойных харак-
теристик, базируется на прямой качественной интерпретации
результатов геофизических исследований. Например, имеет место.
небольшое изменение электропроводности по сравнению ©. запу-
щенным количеством электролита; на этом основании делается
вывод о том, чтовблизи подошвы пласта имеется слой очень вы-
сокой проницаемости и это следует учитывать при использовании
метода последовательных приближений. Детали частных харак-
теристик слоев могут уточняться другими методами, такими, как
электрокаротаж и опыты с трассерами.
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2. Коэффициенты продольной и поперечной дисперсии зада-
юотся по слоям либо в виде произведения, либо в виде цельных
коэффициентов. При этом константы в произведении (структур-
ные параметры гидродисперсии) задаются по экспериментальным
или литературным данным: например, по данным [118 ] структур-
ный параметр продольной гидродисперсии равен единице, а струк-
турный параметр поперечной гидродисперсии — величине, об-
ратно пропорциональной проницаемости. Последний результат
объясняется тем фактом, что встречающиеся в пласте слабопро-
ницаемые зоны играют роль погребенных дамб, вызывающих
расширение зоны загрязнения. Гидродинамический эффект таких
зон_является частью механизма поперечной дисперсии.

Согласование выполняется путем преобразования цельных
коэффициентов в соответствии со следующей — блок-схемой
(рис, 4.2.24).

Замечание. Поскольку для согласования модели исполь-
зуются изменения концентраций, то достаточно иметь только гео-
физические данные. Реальные же концентрации не могут быть
установлены геофизическими методами. Для уточнения величин
концентраций, выданных моделью и зависящих от допущений
об условиях разбавления, необходим дополнительный экспери-
мент.

Пример экспериментальных результатов и их интерпретации.
В качестве примера приведем результаты исследований, выпол-
ненных в комплексе исследований, проведенных для лионского.
водоносного горизонта (см. раздел 6.2). Связь между изменениями
концентрации подземных вод и их электрическим сопротивлением
при данной температуре определяется кривыми Шлюмберже
(рис. 4.2.25). Относительное изменение кажущегося сопротив-
ления зависит от относительного изменения эквивалентной кон-
щентрации МNoаС! (сопротивления других химических составляю-
щих подвемных вод не изменялось). Такая зависимость показана
на рис. 4.2.28.

На первом этапе согласования устанавливались положения
хорошо проницаемых слоев в разрезе, путем сопоставления экспе-
риментальной кривой вертикального электрозондирования с кри-
выми, соответствующими ряду сред и рассчитанными при пере-
мещении проницаемого слоя вниз по пласту (рис. 4.2.26). В этом
примере было установлено, что лучше всего подходит седьмой
вариант. Результаты исследований показаны на рнсе. 4.2.97,
4.2.28 и 4.2.99.

Продолжительность запуска трассера составляла 295 ч, было!
введено более 40 т соли. План фоновых электрических сопротив-
лений (см. рис. 4.2.27), построенный при расстоянии между пи-
тающими — электродами АВ = 90 м, показал наличие зоны повы-
шенной электропроводности параллельной оси схемы. Путем
проведения вертикального электрозондирования в трех точках
было выяснено, что изменения кажущихся сопротивлений обус-
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ловлены изменчивостью сопротивлений аллювиальных отложений
в зоне аэрации. К концу периода запуска изменения, вызванные
соленой водой имели место, главным образом, вдоль оси распо-
ложения электродов и обнаруживались до 23 и 24 профилей.
За указанной границей сопротивления в течение опыта оставались
стабильными (ем. рис. 4.9.97). В результате этих измерений
была установлена узкая аномалия Электропроводности (см.
рис. 4.2.28); изменения кажущихся сопротивлений в пределах
чувствительности составили 4—5% вблизи пусковой скважины
и 2% в 45 м от нее. Величины между 1 и 2% наблюдались по оси
потока вплоть до 24 профиля. :

Потенциометрические измерения (см. рис. 4.2.29), протянув-
шиеся до 14 профиля, дали ось электропроводности, соответ-
ствующую узкой аномалии электропроводности. Эта ось прини-
малась в качестве оси х модели, а ось у — ортогональной ей.
Модель воспроизводила ситуацию, показанную на рие. 4.2.28;
скорости вычислялись из такого эксперимента методом, описан-
ным в разделе 4.3.

Некоторые выводы по односкважинному геофизическому ме-
тоду. Крупный масштаб (20—100 м) характерен для многих клас-
сических` случаев загрязнения и соответствует размерам зоны
санитарной охраны водозаборных скважин.

Здесь проявляются два важных фактора: слоистость и попе-
речная дисперсия. Конечно, по соображениям, изложенным
в разделе 2.5, также важна и продольная дисперсия, но она имеет
значение уже при меньших масштабах (см. разделы 4.2.1 и 4.2.).

Для получения осредненного по всей мощности пласта диспер-
снонного эффекта при этом масштабе необходимо использовать
очень большое количество трассера. Это приводит к значительным
денежным затратам. Во многих случаях такое большое количе-
ство трассера несоизмеримо с количеством загрязнения в этом
масштабе. В данном примере к моменту, когда было израсходо-
вано уже более 30 т соли, не было достигнуто существенного ос-
реднения экспериментальной дисперсии. Ввиду того, что запу-
шщенное количество трассера все еще было небольшим, трассер.
переносился только через хорошо проницаемые слон, а экспери-
ментального упорядочения, связанного с молекулярной диффу-
зией и поперечной дисперсией, не происходило. Это свидетель-
ствует о том, что необходимо учитывать слоистость разреза,

Геоэлектрические измерения, однако, представляют собой
искусственное упорядочение. Оно воспроизводится в модели
с помощью процесса численного осреднения. Модель имитирует
слоистую среду, затем ‹создает» эквивалентную однородную
среду, которая согласуется с геоэлектрическими измерениями.
Затем модель «возвращается» к слоистой среде, с помощью кото- —
рой выводятся локальные параметры. Сам по себе такой матема-
тический процесс не дает однозначного решения. Единственность
достигается путем сопоставления модельной слонстости с геоло-
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—- А Рие. 4.2.99, План распределения элек-
трических_потенциалов,
Условные обозначения _ аналогичны
рис. 4228

Рис. 4.2.28, План_распределенияиз-
менений `кажущихся _ сопротивлений.
(в процентах).
1 — точки вертикального электрозондиро-

® зажина; $ — точки
‘правленме ‘потока

гическим разрезом и с данными геофизической стратификации
среды (см. рис. 4.2.26),

Для этого метода требуются две математические модели, серия
теофизических измерений в одиночной скважине и геологический
разрез пусковой скважины. Нет необходимости в оборудовании
наблюдательных скважин. Это сравнительно легкий и дешевый
метод и он не нарушает среду. Конечно, как уже отмечалось,
соль можно заменить другим трассером-электролитом.

`Таким образом, предложенная методика сводится к следую-
щему.

1. Экспериментальный этап: построение геологического раз-
реза пусковой скважины; проведение геоэлектрических измерений
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движения подходящего трассера с помощью односкважинного

метода (запуск в скважину и измерения с поверхности земли).
2. Этап `моделирования: построение модели геофизической

стратификации с целью определения положения и мощностей
слоев для геофизических измерений; построение модели диспер-
сни в слоистом пласте с целью определения коэффициентов дис-
персии.

4.2.4. Региональный масштаб. Использование
естественных трассеров

При региональном масштабе (свыше 100 м) могут обнаружи-
ваться два типа эффектов: 1) значительного распространения
небольшого количества загрязнения, 2) значительного распро-
странения большого количества загрязнения.

Первый тип обусловлен чисто механическим переносом, яв-
ляющимся наиболее характерной чертой процесса. Связано это
с тем, что здесь не возникает перемещения (механическое пере-
мешивание и молекулярная диффузия, см. в разделе 2.1) и загряз-
нение распространяется по путям наименышего сопротивления,

В этом случае можно пренебрегать дисперсией, а распространение
загрязнения может быть рассчитано с помощью измеренных скоро-
стей воды по путям наименьшего сопротивления. Эти скорости
‘устанавливаются по минимальному времени прихода запущенного

трассера, которое зарегистрировано на линии наблюдательных
скважин, расположенных на требуемом расстоянии от пусковой
скважины: если # — минимальное время прихода трассера, а х —
расстояние между пусковой и наблюдательной скважинами, то
х/! — скорость продвижения загрязнения (рис. 4.2.80).

Второй тип, очевидно, является очень тяжелым с точки зрения
имитации загрязнения, которое создается с единственной целью—
определения коэффициентов дисперсии. По этим соображениям
можно рассчитывать только на естественные трассеры, при усло-

вии, конечно, что они содержатся в достаточных количествах.

НПод «естественным» трассером будем понимать компонент, который
содержится в грунте перед началом исследований. Они могут быть
природными (например, природные изотопы или интрузии мор-
ской воды), «полуискусственными» (например, тритий, образо-
вавшийся в результате испытаний атомных бомб) или «искус-
ственными» (загрязнения, связанные с хозяйственной деятель-
ностью).

До сих пор использовались главным образом искусственные
трассеры и интрузии морских вод. Для того чтобы провести вы-
верку математической модели”по экспериментальным кривым,
полученным по данным полевых измерений, проводится подбор
коэффициентов дисперсии. Затем эта модель используется на ста-
дии прогноза для расчета новых распределений концентраций при
измененных граничных условиях. Проиллюстрируем такую ме-
тодику двумя примерами.
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Загрязнение подземных вод промыш- °
ленными стоками. Полное описание при- °
мера, включающее геологическое строе- ®
ние и математическую модель, рассмат- ©
ривается в разделе 6.1. Двумерная о
плановая однослойная модель диспер- РНО °
сни в канонических прямоугольных рооатооов КО
координатах согласовывалась методом ®
последовательных приближений со зна- 3

°

°

чениями — концентраций, измеренными
вдоль потока вблизи солеотвала. Со-
тласование осуществлялось путем из-
менения значений коэффициентов про-
дольной и поперечной дисперсии при 7 ° 2
данной средней скорости, вычисленной — Рис. 4.2.30. Расположение
по данным замеров уровней. Процесс — наблюдательных — скважни
согласования выполнялся для каждого "ри_ проведении крупномас-иштабных определений скоро-солеотвала и, таким образом, был со- ст распросеранения эахрро:

осооооо
оооо

ставлен план коэффициентов дисперсии — пения в подземных водаждля всей области. (расстояние Г. является боль-
На рнс. 4.2.31 показан пример рас- — и °

считанных и измеренных распределе- — йаблажноня,
ний концентрации для данного солеот- — среднсе напр
вала. Расчетные кривые даны для раз-
личных моментов времени и различных принятых значений про-
ницаемости. По этим данным найдены структурные параметры
дисперсии @, == 15 м, @; = | м.

Загрязнение, обусловленное санитарными полями фильтрации.
Ситуация описывается в разделе 6.2. Направление потока под-
земных вод было установлено на основании геофизических изме-
рений кажущегося электрического сопротивления; величина ско-
рости подземных вод в среднем направлении потока определялась
на основе аналогии с другими участками по геофизическим дан-
ным (см. раздел 6.2), которая показывает идентичность геологи-
ческих условий (в смысле значений проницаемости). Конечно,
при таком масштабе исследований (600—1000 м) среднее значение
скорости — определяется достаточно точно по замерам уров-
ней.

. Измерения электропроводности воды производились по группе.
наблюдательных скважин, расположенных ниже по потоку от
поля фильтрации. Эти данные использовались для согласования
с двумерной, плановой однослойной моделью дисперсии анало-
гично модели предыдущего примера. Состав не дифференциро-
вался по содержанию различных ионов и в расчет принималась
только общая электропроводность раствора. Выверенные кривые
подобны кривым, показанным на графике рис. 4.2.31. Величины
структурных параметров гидродисперсии составили @, = 12 м,
ст = 4 м.
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'ООе00 лат 500 1000р М
Рис. 4.2.31. Зависимость расчетной и наблюденной концентрации. соли в под-
земных водах от расстояния до солеотвала () на различные моменты времени.
1 — теоротические | результаты; 2 — экспериментальные — результаты

Замечание. Конечно, для выверки модели могут исполь-
зоваться и другие экспериментальные критерии. Например, по
данным химических анализов можно определить общее количе-
ство растворенного вещества и использовать его в качестве есте-

ственного трассера.

4.3. ПОЛЕВЫЕ МЕТОДЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ СКОРОСТИ
ЗАГРЯЗНЕНИЯ ПОДЗЕМНЫХ ВОД

Все используемые в указанных целях полевые методы могут
быть разбиты на две группы: 1) косвенное определение скоростей.
фильтрации на основании закона Дарси и известных значений
гидродинамических параметров водоносных горизонтов; 2) пря-
мое определение скоростей фильтрации.

4.3.1. Косвенный метод определения скорости
на основании закона Дарси

В приложении 1, где изложены основные теоретические поло-
жения гидрогеологии, в качестве основного уравнения, которому
подчиняется процесс фильтрации в водоносных горизонтах, дается.
закон Дарси. Он определяет следующую зависимость между ско-
ростью фильтрации @ и граднентом давлений:

о= —- % (ата р -}- ра ктоа2), (4.3.1)
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где & — тензор коэффициента проницаемости, @ — ускорение
силы тяжести, р — давление в жидкости, и и р — соответственно.

динамическая вязкость и плотность воды, г — вертикальная
координата. Очевидно, что в используемой нами классической
прямоугольной системе координат вектор силы тяжести направ-
лен параллельно оси О2. В приложении ! показано, как из за-
кона Дарси и уравнения неразрывности выводится основное урав-
нение неустановившейся фильтрации, имеющее вид:

@у (Г втаа п) = 5% -4 (4.3.2)

тде Т — проводимость водоносного горизонта, $ — коэффициент
водоотдачи, @ — характеризует особые точки (сингулярности)
поля фильтрации, # — напор, который при неизменной плотности р
равен:

В ==
ГЫ

Замечание. Постоянство величины р является нормаль-
ным допущением лри решении обычных задач фильтрации. При
решении же задач загрязнения подземных вод этим допущением

следует пользоваться со значительно ббльшей осторожностью.
Безусловно приемлемым оно будет, пожалуй, только при инди-
каторных исследованиях.

Сущность косвенных методов состоит в предварительном опре-
делении коэффициента проницаемости (или проводимости) и в по-
следующем вычислении скоростей фильтрации на основании
закона Дарси с использованием известных значений градиентов
напоров.

Как уже указывалось ранее в связи с коэффициентами диспер-
сии, использование того или иного метода определения прони-

цаемости (проводимости) определяется масштабом исследования.
В целом их можно разделить на две группы: 1) экспериментальные
методы, такие, как откачки или методы электроразведки, приме-

няются обычно в средне- и крупномасштабных исследованиях;
2) математические методы, которые заключаются в интерпретации
карт гидроизогипе с использованием основных уравнений дина-
мики подземных вод или в последовательном приближении фак-
тической и расчетной карт гидроизогипс методом проб и ошибок,
а также другими методами решения обратных задач. Результи-
рующие параметры справедливы для крупномасштабных и регио-
нальных оценок.

Замечание. В случае высокой степени однородности водо-
носных горизонтов значения проводимости, определенные в ходе

средне- и крупномасштабных опытов, могут использоваться
в моделях регионального масштаба.

Откачки. Как нестационарные [251, 42, 160], так и стацио-
нарные методы интерпретации откачек с использованием упро-
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ТМ Рис. 4.3.1. График зависимости про-
лй водимости водоносного горизонта от

его поперечного электрического со-

противления [71]

5000 — 10000 15000 ОМУИ

Бруматх

щающих допущений (предпосылки Дюпюи--Фортгеймера) под-
робно описаны в ряде руководств. Они стали уже классическими
и мы не будем подробно останавливаться на этих методах, имея
в виду, что их можно непосредственно использовать и при решении
задач загрязнения подземных вод. Заметим только, что помимо
откачивающей скважины необходимо иметь наблюдательную сква-
жину на расстоянии, исключающем заметные погрешности в оп-
ределении граднента напоров.

Методы — электроразведки. Методы электроразведки, более
подробно описанные в приложении 1, могут быть использованы
для определения проводимости водоносного горизонта без пред-
варительного бурения скважин. Хотя вопросы использования
геофизических методов в указанных целях продолжают изучаться,
мы приведем здесь некоторые экспериментальные результаты,
которые иллюстрируют возможности этих методов.

Предложенная методика [265, 71] основана на переходе от
значений поперечного электрического сопротивления разреза,
полученных путем вертикального электрического зондирования,
к фильтрационной проводимости слагающих его водоносных
пород. Эти исследования были проведены на одном из участков
рейнского водоносного горизонта (Восточная Франция), сло-
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Рис. 4.3.3. Плаи_распределения ` исправленных ений _поперечного элек-
трического сопротивления водоносного горизонта (в 100 Ом:м?) [71]

женном аллювнальными песчано-гравийными и галечными отло-
жениями, содержащими тонкие глинистые линзы. Данный водо-
носный горизонт залегает на непроницаемом основании, яв-
ляется безнапорным, уровень залегает на глубине нескольких
метров, при откачках он может быть принят в качестве условно
неограниченного горизонта.

Соотношение между проводимостью водоносного горизонта Т
и величиной его поперечного электрического сопротивления Л,
определялось путем сопоставления результатов откачек по шести

скважинам с данными зондирования, выполнявшегося парал-

лельно вблизи скважин. Оценки, полученные по другим районам,
подтверждают справедливость результирующего графика зависи-
мости Т от &,, приведенного на рис. 4.3.1; он имеет вид, близкий
к прямой линии. Была составлена карта — проводимостей
(рис. 4.2.2) на основании рис. 4.3.1 и карты изолиний электри-
ческих сопротивлений водоносного горизонта (рис. 4.3.3).

Замечание. Значение К является в нашем случае исправ-
ленным значением кажущегося электрического сопротивления,

полученного путем электрического зондирования. Такое исправ-
ление потребовалось ввести в связи с различным электрическим
сопротивлением самой воды на различных участках водоносного
горизонта. В этих целях можно воспользоваться соотношением
Арчи:

ра /ры = Ф—", (4.3.3)

из которого видно, что кажущееся сопротивление водоносного

горизонта р, прямо пропорционально электрическому сопротив-

лению находящейся в нем воды р,; Ф — пористость водоносного
горизонта, 1 — коэффициент его консолидации. Это соотношение
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показывает, что электрическое сопротивление водоносного гори-
зонта всегда прямо пропорционально электрическому сопротив-

лению находящейся в нем воды. Поэтому, определив среднее
электрическое сопротивление проб воды, можно вычислить вели-
чины исправленного электрического сопротивления водоносного

горизонта, которые могут объективно отражать свойства водо-
вмещающих пород, включая их гранулометрический состав и
среднее содержание глинистых прослоев.

4.3.2. Прямое определение скоростей

Прямое определение скоростей фильтрации возможно при про-
ведении как крупно- и средне-, так и мелкомасштабных экспери-
ментов.

Многоскважинный метод. При определении коэффициентов
дисперсии опыты можно вести по схеме, показанной на рис. 4.2.15.
В водоносный пласт вводится индикатор (радиоактивный или
обычный, например *%![ или No1) в количествах, достаточно малых,
чтобы не нарушить естественный фильтрационный поток, В то же
время запускная концентрация должна быть достаточно большой
для надежной регистрации прихода индикатора к наблюдатель-
ным точкам. При этом, конечно, предполагается наличие низких
фоновых содержаний индикатора в водоносном горизонте. Схема
пускового устройства приводится на рис. 4.2.11. В ходе опыта
наблюдательные скважины следует располагать так, чтобы можно
‘было определить направлениг движения индикатора.

Замечание. Одним из недостатков многоскважинных
методов является необходимость априорных представлений о на-
правлении потока, для того чтобы определить оптимальное место-
положение наблюдательных скважин. Это, в свою очередь, озна-
чает необходимость проведения предварительных исследований,
хотя, конечно, наблюдательные скважины можно расположить и
по всей окружности около пусковой, что сделает наш эксперимент:
довольно дорогостоящим. При рассмотрении конкретных приме-
ров в разделе 6.2 мы увидим, что совмещая несколько методов,
можно добиться снижения стоимости экеперимента и получить
требуемые результаты.

На рис. 4.9.12 и 4.9.13 показано, как индикатор уходит из
пусковой скважины и появляется в наблюдательной. Если условие
на входной границе отвечает 6-функции Дирака, то функция рас-
пределения для времени нахождения индикатора в пласте будет
отвечать зависимости:

ВО = <, (4.3.4)
[е(0«

о
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© учетом которой средняя действительная скорость фильтрации
может быть определена с помощью формул:

[и ()е(0 @
Пна (4-3.5)

! е(д4

«0= .

и=1 |+Е0Щ, (4.3.6)

тде 1, — расстояние между пусковой и наблюдательной скважи-
нами.

Односкважинный метод — точечное разбавление, Результаты
описанных экспериментов могут быть использованы для опреде-
ления локальных скоростей в окрестностях пусковой скважины по
скорости уменьшения в ней концентрации индикатора. При этом
предполагается, что в процессе разбавления происходит хорошее
перемешивание индикаторного раствора по всей скважине. Рас-
ход трассера отвечает его массе, выносимой из пусковой скважины
за время #

$ис @ = — обс, (4.3.7)

где с — концентрация индикатора в момент времени & $ — по-
перечное сечение фильтрующей части скважины, © —- объем
фильтрующей части скважины, @ —- скорость фильтрации.

Интёгрируя уравнение (4.3.7), получим:

а = ср 0 (сы/0),

где со — начальная концентрация индикатора. Горизонтальный
фильтрационный поток в окрестностях скважины будет нару-
шаться самим ее присутствием. Если поправочный коэффициент 6,
учитывающий искривление линий тока вблизи скважины, опре-
делять как:

0 = 9,/0,,
(где @, — горизонтальный поток подземных вод через фильтрую-
щую часть скважины, @, — то же, через эквивалентное по пло-
щади сечение водоносного горизонта), то формула для определе-
ния скорости фильтрации примет вид:

и п”Т п (со/е).. :

Односкважинный геоэлектрический метод. Односкважинный
метод, описанный в разделе 4.2.3, может использоваться для
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определения средней и максимальной действительной скорости
фильтрации при средне- и крупномасштабных экспериментах.
Фактически, этот геоэлектрический метод впервые был применен
для определения действительной скорости фильтрации и только
позднее распространен на оценку дисперсионных коэффициентов.

Идея заключается в использовании хорошо известного метода
потенциалов (см. прилож. 1!). После введения электролита (на-
пример, раствора МаС!) в пусковую скважину на поверхности
земли отмечается смещение эквипотенциалей электрического поля
в направлении потока. Таким образом, удается найти направле-
ние фильтрации в Водоносном горизонте, что очень важно для
определения местоположения наблюдательных скважин (напри-
мер, при проведении опытов по многоскважинной схеме) 41 ].
Позднее с помощью этого же метода было предложено определять
действительную скорость фильтрации подземных вод 1265 путем
оценки смещения эквипотенциалей в различных точках поверх-
ности на различных этапах эксперимента.

Метод потенциалов используется для выявления направления
фильтрации (рис. 4.3.4), а электропрофилирование дает средние
и максимальные скорости (рис. 4.3.5). Попадая в водоносный
торизонт, подсоленная вода постепенно снижает его электриче-
ское сопротивление, которое по прошествии определенного про-

межутка времени (длительность его зависит от условий проведе-
ния эксперимента) достигает своего минимального значения;
осредненная максимальная действительная скорость фильтрации
рассчитывается по моментам появления первых порций индикатора
в различных точках "регистрации.

Мы уже видели, как, интерпретируя план изолиний электри-
ческих ‘сопротивлений водоносного горизонта (см. рис. 4.2.22),
можно оценить его параметры дисперсий (см. раздел 4.2.3). Тот же
самый план позволяет оценить и направление фильтрации, что
подтверждается рис. 4.3.4.

В целях достижения более чистых условий проведения опыта
должны быть приняты следующие меры (упоминавшиеся ранее
при описании экспериментов при определении параметров дис-
персии):

1) количество поступившего в пласт индикаторного раствора
не должно существенно искажать естественный фильтрационный
поток;

9) следует стремиться поддерживать на постоянном уровне
расход поступающего в водоносный горизонт трассерного раст-
вора;

З) количество запущенной соли должно быть достаточным для
заметного изменения электрических свойств водоносного пласта;

4) до начала эксперимента необходимо снять фоновые значе-
ния геохимических и геоэлектрических параметров среды, которые
при составлении математической модели эксперимента войдут
в совокупность начальных условий.
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Рис. 4.3.4. Изменение положения линий равных электрических
тотенциалов во времени. Масштаб 1 : 400.

4 — точки вертикального электрозондирования; 2 — пусковая скважина;
3 — точки. измерений; # — направление потока.
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Рис. 4.3.5. Оценка скорости потока в ходе налива
. 6, 8, 10, 13 — нохера профилей; & — расстояние от профиля до пусковой скважины; Т» + 48 — момент временн через 48 ч после

запуска ‘трассера
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Одиночная скважине:

|ооДЬл ы"Мелкомасштабны
методы с `использо- 'Крупномасштабн

ванием редиоактивны геофизическиетрассеров. методы!

Запуск. сопеной воды
© поспедующим — не-

блюдением за дофор-Резбевление. Налив с последующей! мациями — электрич
оЙ ских эквипотенциалей

`Локальные коэффи] _ | скорость, направле-] — [`относительное _ энач Крупномас-
чиенты дисперсии ‘нио фильтрации ние — промицаемости Коэффициенты — дис- | _ мтабные - опре-

водоносных. пород @ персни ак функция | — | деления дей-зависимости от гпуби глубины ‘стаительной
'ны залогомия скоростя

Фильтрации

‘Определение _положе- `Крупномасиштебные
‘ния глинист определения козффи-

Рис. 4.3.6. Возможности односкважинных методов А саный ВОН
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4.3.3. Возможности
односкважинного метода.

Односкважинные — методы были
введены в практику гидрогеологиче-

ских исследований благодаря тому,
что они приводят лишь к минималь-

ному нарушению опробуемой среды.
Возможности этих методов схемати-
чески отражены нами на рис. 4.3.6.

Мы не затрагиваем вопросы опре-
деления пространственного положе-

ния глинистых линз в разрезе водо-
носного горизонта; они_ достаточно

детально разработаны П. Левекью.
11731.

Односкважинные методы до сих
пор довольно успешно использова-

лись при решении целого ряда гид-

рогеологических задач, их широкое

применение определяется в основном

технической простотой. Разрабаты-
ваются также некоторые локальные

методы, в частности основанные на

использовании радиоактивных инди-

каторов. В качестве примера упо-
мянем здесь установку, предложен-

ную Дростом и др. [70], которая
может обслуживаться одним гидро-
геологом, знакомым с работой изме-
рительной техники и с основными
правилами радиационной безопас-
ности.

Конструкция скважинного зонда
приводится на рис. 4.3.7: детектор,
инжектор и змеевик-смеситель поме-

щены внутри рабочего объема зонда;
резиновыми пакерами осуществляет-

ся надежная изоляция рабочего объе-.

Рис. 4.3.7. Скважинный зонд для определе-
ния`скоростей фильтрации. [70].
# — трос-кабелы; ‚ 2 — подземные воды: 3 — ре-
Знновый пакер? 4- спинцИЛяЯЦНОННЫЙ детектор

1р — двигатель ля
ый, Детоктор де 2 7 —- эмеевик-

ИоЫй ° экра
10 — иъехумонный Мар тру-

‘ниже зонда):
тр скв: ‘гравийная обеыпка

‘сцинцилляционный детектор No 3



ма зонда от остальной части скважины, контроль изоляции ведется
с помощью детекторов, расположенных в верхней и нижней части
зонда. Возможность перетоков через гравийную обсыпку сква-
жины устраняется присутствием проходящей через весь зонд
специальной трубы, посредством которой напоры в верхней н
нижней частях скважины уравниваются между собой; таким
образом, полностью исключается влияние вертикальных перетоков
в скважине на измерения скорости фильтрации. Указанный
зонд может опускаться в скважины диаметром 5 см и более на
тросе-кабеле диаметром 1 см.

4.3.4. Замечания по поводу определения пористости
водонасыщенных пород ,

При косвенном способе определения действительной скорости
фильтрации, с которой распространяется загрязнение (основан-
ном на законе Дарси и использовании данных о проницаемости или
проводимости водоносного горизонта), всегда необходимо знать
величину эффективной пористости пород Ф. Вспомним, что соот-
ношение между скоростью фильтрации © и действительной скоро-
стью фильтрации и имеет вид:

и =0/Ф.

Существует немало методов определения величины Ф [17). Мы
здесь упомянем только те методы, которые можно применять при
изучении процессов загрязнения подземных вод и прежде всего—

двускважинный метод, связанный с запуском радиоактивных
индикаторов, а также односкважинный геоэлектрический метод.

Методика определения пористости водонасыщенных пород
основывается на приближенном равенстве между пористостью
породы и относительной величиной ее объема, занятого водой.

При использовании двухскважинного метода меченая вода
вводится в одну из наблюдательных скважин, в то время как из
центральной скважины производится откачка. Тогда:

=п”ЬФ,

тде 6 — мощность водоносного горизонта, / —- расстояние между
скважинами. Данная формула справедлива только при следую-
щих условиях [149]: 1) расход откачки настолько велик, что.
можно пренебречь существованием естественного потока, т. е.
рассматривать чисто радиальную фильтрацию; 2) мощность водо-
носного горизонта достаточно мала по сравнению с расстоянием
между пусковой и откачивающей скважинами; 3) объем депрес-
снонной воронки достаточно мал по сравнению с суммарным объ-
емом откачанной воды.

Взаимный массообмен между вовлеченными в движение и гра-
ничащими с ними водами, а также дисперсионные эффекты могут
явиться причиной погрешности при интерпретации опыта по ука-
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занной схеме, поэтому результат выполненного таким образом
определения величины пористости может находиться где-то между
ее истинным значением и величиной общей пористости.

При пакетном запуске радиоактивной метки в качестве /`
принимается объем воды, откачанной с момента запуска до появ-
ления пикового содержания трассера в откачиваемой воде, при
этом величина этого объема определяется по графику зависи-мости радиоактивности от У! Ё!ЗЭ]. Тогда пористость можно
найти из выражения:

Ф = И/л?ь.

Геоэлектрические односкважинные методы основаны на ис-
пользовании в качестве трассеров электролитов. В ходе опыта
определяется электрическое сопротивление как самой воды »
так и опробуемого водоносного слоя р,. Методика определения
этих сопротивлений дается в прилож. П!. Соотношение между
величинами указанных сопротивлений носит название форма-
ционного фактора Р и имеет вид:

Е = руро = Ф—",
известный как формула Арчи, в которой коэффициент : может
принимать значения от 1 до 2 в зависимости от степени консоли-
дации водоносного слоя. В этом случае значение пористости будет
определяться из выражени:

Ф 7 !»



ГЛАВА 5
КЛАССИЧЕСКИЕ МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ

И ИХ ЧИСЛЕННАЯ ФОРМУЛИРОВКА

Эта глава предназначена главным образом для инженеров и
должна дать им необходимые численные формулировки и правила
обращения с математическими моделями загрязнения подземных
вод. Она содержит три части: канонические модели в прямоуголь-
ных координатах, модели в криволинейных координатах и спе-
циальные модели (аналитические, обращения)..

`Также расематриваются методы конечно-разностной дискрети-
зации, которые являются наиболее употребимыми (методы конеч-
ных элементов, хотя и начинают использоваться в моделировании
загрязнения, однако еще находятся в исследовательской стадии
моделирования дисперсии),

5.1. КАНОНИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ В ПРЯМОУГОЛЬНЫХ
КООРДИНАТАХ

5.1.1. Двумерная однослойная модель

Процесс распространения загрязнения является горизонталь-
ным, плановым и неустановившимся. Плотность смеси — линей-
ная функция концентрации. Движение одномерное в плане и
давление зависит только от х. Режим — чисто динамическая
дисперсия с коэффициентами дисперсии, пропорциональными ско-
рости. Математическая задача определяется системой уравнений:

ар СЛЕеВм] * [‘_“_‘_‘_(д'/%]_щ дд [гщ. 141
'ду дх @Е *

в др-#

“

д (рих) до.

дх ос оГЫ

р=ас--о,

тде их и и, — компоненты скорости смеси, #; — проницаемость
вдоль оси Ох, р — давление; р, и, Ф — соответственно, плотность,
вязкость и пористость; а и й — константы, задаваемые по таблицам.

Моделируемая область показана на рис. 5.1.1 и является сим-
метричной относительно оси Ох.
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б Начальные и граничные усло-
вия следующие:

е(х, #, 0) = с
р(& 0)=ры -- рв — Ра!-т; ›

аее е(0, й, ) =с, при 0ж у<,
7[1 ; е(0, й, ) —р при < у<,
ы ее 1.0
//Ё е ей» в д =

дс
ор ( 0 @

Рис. 5.1.1. Моделируемая область.
1 — ось сныметрии, # — неточник загряз- Р (0, ) = ру»

э( д— ро
тде с, и с, — постоянные, представляющие собой концентрацию
загрязнения в источнике и начальную концентрацию загрязнения

в моделируемой области соответственно; ру и рр — постоянные.
Эта система представляется в конечных разностях согласно

неявной схеме метода переменных направлений (НСМПН). Кон-
вективный член представляется разностями назад по отношению
к направлению потока. Плотность р и скорость @ ЯВЛЯЮТСЯ По-
стоянными в течение временного шага. Возможная схема дискре-
тизации имеет вид:

С3Я [1'(!—|—1 /)|И(1+1/)|+М‘ ) и(' Л {0'1! —( !)]
Р(ч о@, ))

Р( !)\д(і-і)Н-Р(‘—Ъ/)ШН—!_... е( :*(ійі.п} Ч
2 Р@) р@ -1)

е(& 7 ) -НоМ, ) [ е( 7+1) _ е( ))ЕЕ Пк НЕНЕ НЕВ
—а( р #©.0-н06 10 [ ор — 610 _«& )| э [р(‹‚і) Ф@ |›Н
—н рен( рн ее ) _ еей, р -ей ).

ах : а() *
ВИЗЕТЬ ЛЬ ОЗЕТЬЛЕЕЕР(Ь Э1ЕФ ОЦЕРЕНЕЕ Й ег /›}

‹іх* РЕНЬ) о))

_Е(!-!Н”(!›і)Нр(і—1‚і)|И(і71‘і)| е@р _ @-) ]2 В лв }] +
@ гр оС1+НО ННр 7 131) — ей, )*@ЧИ(»‹ > 2 е

& р| 2 Л +о 670 [— и( ...———‚—'——'{
— #(& ре* (

р `@ (п)/2 ы



Ввод данных|

Массио _ начальных `значений_плотно-
сти, давления, концентрации

Ввод граничных условий

Расчет скоростей

Т
Ресчет коэффициентов дисперсии |

[ ‘плоны концентреций Расчет концентраций

Расчот плотностей

`Проверка.
‚согласованности по С.

Плохая|
М+1

Хороша.

Рис. 5.1.2. — Двумерная п ‘овая. модель. Баок-схема расчета

тар [РЕН -НобЬ Йр -- 1) — р(д| — 6Н

120 — ре—1) ] — о,
Р( ) = ас( ) -- 6;

х & Р( 0«( ) = т"... к ) для всех /,

9



@а

0 2040 60_. 80 1002е Пр оГ,
И
ч

6
8

40
#

б
0 20'\0‘0`Б]0'В|0'100.1

2|
ч

6
8
ЫЕ аааа ос Нон
у

в
0

2
ч

6
8

10|
® —

Рис. 5.1.3. Развитие загрязнения во пре:
мени_дая двумерного случая трассера
Концентрация >> г/л; х # Даны в М.
а — площедь загрязнения 64 м, время 0, 29ч:
6 — площадь загрязнения 208 мё, время 328
# — площадь загрязне! я 360 м, время 454 Ч

тде с* — промежуточная ве-
личина, введенная в теории
метода переменных направ-

лений (см. раздел 9.4.4) и не
имеющая физического - смыс-
ла; р” — плотность в момент

времени # (л) и р плотность
в момент времени # (п -- 1).

Линейные системы реша-
ются прямым трехдиагональ-

ным — методом — исключения

Гаусса. На каждом времен-
ном шаге р” известно, р рас-

считывается, затем делается

проверка согласованности по
с (обычно процедура повто-
ряется в пределах одного

временного шага, пока не бу-
дет достигнута хорошая схо-
димость), далее процедура
повторяется ` при следующем

временном шаге. Этот’ метод
резюмирован на блок-схеме
рис, 5.1.9.

На рис. 5.1.3 показано
развитие интрузни загрязне-
ния во времени, полученное
по результатам расчета на

модели при постоянных р и
й (случай трассера) для ли-
нейного источника вдоль всей.
западной границы.

‚?. Двумерная многослойная модель

Водоносный горизонт является многослойным и в каждом слое
загрязнение плановое и горизонтальное. Имеет место трассер и
одномерное в плане движение при постоянной измеренной ско-
рости. Экспериментально находятся только средние значения кон-
центраций загрязнения (например, измерениями сопротивлений
с поверхности), а модель выдает значения концентрации, осред-
ненные по мощности водоносного горизонта. Слои представляются!
независимыми.

Математическая задача определяется системой уравнений:

д де д д: де (ени15) +ар (аг 97) — э #) = р›
120

ду
дс



1/Ф (г — :.›1]’‹1›„1;‚
где аг т и и — структурный параметр продольной и поперечной
дисперсии и скорость в каждом слое соответственно; Ф и ® —
пористость в слое и средняя пористость; с и © — концентрация
в слое и средняя концентрация; г — мощность водоносного гори-
зонта.

Дискретизация уравнения дисперсии идентична дискретиза-
ции двумерной однослойной модели, в которой р и и принимаются!
постоянными. Оно решается по неявной схеме методом перемен-
ных направлений (НСМПН) для граничных условий в каждом слое.
такого же типа. Тогда & вычисляется путем осреднения концентра-
ций в каждом слое по г для данных х и 4. К моменту опубликова-
ния этой книги в стадии изучения находился более сложный ва-
риант многослойной модели. Задача такая же, но загрязнение
может переноситься вертикально из одного слоя в другой. В урав-
нения дислерсии добавляются точечные источники в ячейках
сетки, получающих это вертикальное загрязнение. Для этого
прежде всего следует оценить интенсивность инфильтрации.

5.2. МОДЕЛИ В КРИВОЛИНЕЙНЫХ КООРДИНАТАХ

1. Криволинейные координаты. Некоторые определения

Пусть Охуг обычная прямоугольная система координат в А.
Предположим, что координаты х, #, г точки Р могут быть выра-
жены через переменные л*, х*, х° и, наоборот, что х\, л, л* могут
быть выражены через х, й, ; допустим далее, что функции
х (5 03 ), у( ), 2(023 @), & (ко р 2), КО й, 2),
®® (х, у, 2) являются однозначными и непрерывно диффе ренцируе-
мыми. Тогда соответствие между системой (х, й, г) и системой
(, х*, х*) является единственным. Система (х', х?, х°) называется
криволинейной системой координат точки Р.

В моделировании процессов загрязнения подземных вод при-
меняются три криволинейные системы координат:

1) цилиндрическая система (рис. 5.9.1, а), определяемая урав-
нениями: *

х==гсо5 @ ! ==;,

у=гэа,
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Классические криволинейные системы координат, нспользуемые при
Задач загрязнения. подземных вод.

@ — цилиндрическая система; 6 — сферическая система; в — снстема эквипотенциалей —
нний ‘тока.

2) сферическая система (рие. 5.2.1, 6), определяемая урав-
нениями:

п @, @ =0,х == пЫ р соз @;

у= гып уэ ,

2 =гсов ;

3) система эквипотенциалей — линий тока или ® — -система
(рис. 5.2.1, в), где х* = Ф (х, ) и ** = % (х, /).

Линейный элемент @5 в криволинейной системе координат
(, з*, х°) определяется следующим образом:

а® = аха
тде используется правило суммирования Эйнштейна (@1; Чх'ах! ==
= вн х @! - в @% @* +...). @у — дважды коварнантный
тензор [959], называемый метрическим тензором.

В обычной прямоугольной системе координат д‚; определяется
следующим образом:

@у при 6= ), в0 при # ),
а5 = ф2 -- 4 -- аг°

Дважды контрвариантный тензор (д'!), определяемый сле-
дующим образом:

#ва
при использовании правила суммирования, называется тензором,
сопряженным с метрическим. Ассоциируя квадратную матрицу
(@у) с метрическим тензором, мы тем самым ассоциируем обрат-
ную матрицу от (@:/) с сопряженным тензором. Детерминант
матрицы (@'!) записывается как @.
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Эти два тензора используются для перехода от контрвариант-
ных к ковариантным координатам и наоборот, и они появляются
в криволинейной форме уравнений в частных производных.
Дивергенция вектора И = (0'), & = 1, 2, 3 дается соотношением:

аму = ат '® @',

Основное уравнение дисперсии в ортогональной криволинейной
системе координат (т. ©. в криволинейной системе, в которой
&) = 0 при # = ]) записывается в виде:

(5.2.1)

где К; — компонента (, р) тензора дисперсии, (/* — физическая
составляющая & скорости и С* = с/р.

Физические компоненты вектора являются проекциями век-
тора на касательную к координатным кривым. Еели И,, И, И,
являются компонентами вектора в обычной прямоугмьио% си-
стеме, И!, У®, ® — его компоненты в криволинейной системе,
то имеют место следующие соотношения:

ича Ина пн

Ниже метрический тензор, сопряженный с ним тензор, детер-
минант д ’и (5.2.1) выражаются в обычных криволинейных системах
координат [177, 12].

1) цилиндрическая система:

тоо гоо[и в 0]‚(11)”": [пт* 0].
о01 оо

79(00 (5.2.2)
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2) сферическая система:

г 0 Н 0

(в‚.‚):[о ао } (в”“)г[о 1/ = 0. ]
00 з 0 0 1/(* зр

д= йы ф,

%%[г'!(...—(‹/..)] + д... [ыпц‚к‚.› (сл»)] --

Га ‚.'‚...„ а0 [К“‘ 2 (00)] — таг 00 —
1 офе д з де

— та .щ‚ ( 0/%) — адр та () = ор› (5.2.3)

3) ® — {-система (двумерная)

10Ф/дх)? -- (2Ф/ду)?|"* 0— 0 1(@\удх)? -}- (2ч/ди)?\ п]-
(дЧ)/дх)* -|- (дФуду)*. 0 я

(& ‚{( /дх)? -|- (0Ф/ду}? о ш]›
0 (оудх)? -- (' ду}

Действительная скорость фильтрации определяется выражением:
И = — вга Ф,

а Ф и % связываются условиями Коши:

дФ/дх = ду/ду, дФ/ду = —дуудх.

Физическими составляющими скорости по определению являются:

= 0 #* =0
и они удовлетворяют следующим соотношениям:

д3 == ЦИ%, в = в = М0Р

`Уравнение дисперсии (5.2.1) принимает вид:
д дс*. д а.0 оС.®р (оКо Эа) НОа (оКу оу) — рар 6.2)

тде С* = с/р.

5.2.2. Модель односкважинного импульсного
метода

Водоносный горизонт напорный и горизонтальнослоистый
Слои однородные и независимые друг от друга. Режим диспер-
сии — чисто динамическая дисперсия и коэффициент дисперсии
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пропорционален скорости смеси. Имеет место случай трассера,
когда плотность смеси постоянна. Модель используется для опре-
деления локальных коэффициентов дисперсии по данным налива
и откачки радиоактивного трассера из одной и той же скважины.
Радиоактивность регистрируется в скважине. Вблизи скважины
естественной скоростью в водоносном горизонте можно пренеб-
речь по сравнению со скоростью, обусловленной откачкой или
наливом трассера. Поток и дисперсия принимаются осесимме-
тричными (ем. раздел 4.2.1). Математическая задача определяется
системой уравнений:

де ЗУчруооете- адаз) - та П-
5 о

ОР

тде с — концентрация индикатора, Л — пьезометрический напор,
& — коэффициент фильтрации, / — расстояние от скважины, и—
действительная скорость фильтрации смеси, & — коэффициент
водоотдачи, 7 — водопроводимость, Ф, р, ( — соответственно,
пористость грунта, плотность и вязкость смеси.

Начальные и граничные условия следующие:
1) в процессе нагнетания:

© (го, #) = 1 — в пернод нагнетания трассера,
© (по, 2 =0,
с (се, #) == 0 — в период нагнетания пресной воды, используе-
мой для вытеснения трассера,

где го — радиус скважины (начало координат совмещено с цен-
тром скважины),

Налив обычно производится при постоянном напоре на сква-
жине:

А (по, ) = Л,
й (со, ) = 0.

Начальные условия определяются ступенчатой входной функ-
цией:

с (, 0) = 0,
й (, 0) = 0.

2) в процессе обратной откачки:
д‹т( 2 =0,

!

с (со, #) = 0.

Условие нулевого потока отвечает мгновенному перемешиванию
трассера в скважине. Это означает, что концентрация в скважине
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равна концентрации вблизи скважины. Изменения концентрации,
обусловленные дисперсией, могут не учитываться на простран-
ственном шаге. Полное граничное условие должно иметь следую-
щий вид;

Ис—

где ср обозначает концентрацию в скважине. Здесь мы имеем:
ср == с (по, ).

Откачка обычно производится при постоянном напоре /0:
й (го ) = — о,

А (со, 2
В качестве начальных условий используются условия, суще-

ствующие в водоносном горизонте в конце пернода налива:

с( 4) = а (, &)

(где & — время окончания налива и с (7, 4) — решение системы
для момента времени 4 при начальных и граничных условиях
для налива),

й (©, &) = 0

в предположении, что водоносный горизонт возвращается к со-
стоянию естественного равновесия между концом нагнетания и
началом откачки.

Эта система дискретизируется согласно полностью неявной
конечно-разностной схеме. Конвективный член уравнения дис-
персии (частная производная первого порядка) дискретизируется
как разность назад по отношению к направлению скорости.
Линейные системы решаются методом прямого исключения Гаусса
для тридиагональных матриц ($ 9.3.2).

Ниже приводится возможная форма дискретизированных урав-
нений с изменяющимися по пространству приращениями @ (2)
и переменными во времени временными шагами @ (л).

1. Период налива:

7(0 1(0 17(4 14(11 [Ці+|)—г(і) ] Ё
2 +

7 (О1и () 1-- (Е —)а (— 1 [с..._..._п]
2 120@

о), 9 (79Е1) Е 9(0
2

1 г(ри(ое(О-гЕ- рн е -) _ с(0 —(
7( 120 '4 (п)
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Воод данных

‚А — индекс споя. /

[Массив начальных _даолений и КОМ

центраций.

Ввод граничных условий

Расчет скоростей во_осех точках /

‚для всех моментов оремени_г

Расчет коэффиционтов дисп

нНЕа
Расчет _ концентроций во всох оч
кох { для всех МОМентов — време:

ми г

[Конец нопива 1<! ст1+ @

— ж |Ввод граничных усповий| ж

Расчот скоростей во осех точкех {
‚для всех моментов времени г

Расчет козффициентов диспорсии

Росчет концентраций 90 всех точках
‚дл всех моментов времени _

г=т+щр Конец,
‚откачки.

‘ривые: концентрация в скважине]
ок функция времени откачки

7<7ь

ег

Рис. 5.2.2} Модель односкважинного импульсного метода. Блок-схема расчета
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обу — ®. Пернод обратной откачки:

! 0 7(914 (0 -нг )« Е+ ИХ
я Е ИНЕ 0—е() @_

Х— @ @+ 70 х

оее еСОе аоеженене оо о оНАН
. аГОЕ -Е аг(

ПНЕ

-ЕЫ — —-а Пе(-Н)—т(Ои(ое()
ГО Чг (С-Е1) е

ВЕ _ е()—е ()
: оОЕ (а)нал ›

где л — число временных шагов,
с () и © (2) — концентрации в
точке 7 в моменты л и л — 1

ЧЁ‚...... соответственно.
Если откачка или налив прово-

Рис, _ 5.2.3. Рассчитанна:и....‹сбЗязкотдп:ъ:ции“воиит‘сж дятся © постоянными расходами,
ни вскважине на заданной глубине. — ТО соответствующая модель полу-
Расход откачки постоянный чается подстановкой г () и (1) =

== А, где А — постоянная, опре-
деляемая из условий откачки и налива.

Для периодов откачки и налива уравнения движения и ско-
рости записываются в виде:

А(е--1) — л() _ к(р — (е—1)
1 & ()—л(е-1) _ Ф — 97 (0)

70 Ч( + — @ОЙ (СЕТ)
3

_ $ в) — (2)
еЙестааЙ () гиой

д— 8(00е а() лЕ1

‘Па тРтетео д1 Ена

где й (2) и / () — напоры в точке # в моменты л и л + 1. На
каждом временном шаге решается уравнение движения и опре-
деляется пространственное распределение скоростей, значения
скорости подставляются в уравнение дисперсии, которое затем
решается. Уравнение движения не зависит от уравнения диспер-
сии (рис. 5.2.2).

На рие. 5.2.3 показана кривая концентрации, полученная
в скважине в процессе откачки при постоянном расходе; ги ==
== соп$!.
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5.2.8. Модель многоскважинного метода

Водоносный горизонт однородный и изолированный. Режим
дисперсии — чисто динамическая дисперсия, а коэффициент дис-
персии пропорционален скорости смеси. Скорость смеси сла-
гается из естественной скорости водоносного горизонта и скорости,
обусловленной запуском трассера в скважину. Плотность смеси
постоянная (случай трассера). Поперечной дисперсией можно
пренебречь,

Матрица дисперсии приводится к диагональному виду в кри-
волинейной системе координат, определяемой линиями тока и
эквипотенциалями (см. рис. 5.2.1, в). Расход налива постоянный,
что соответствует установившемуся движению воды. Математи»
ческая задача определяется системой уравнений:

д дс дс. дс.“ () — др = ор›
1 д® д®А. $ оь
таг а ттаг› (5.2.6)

в0а — дй
оы аЯТ
и = иу + а,

тде ш, — скорость, обусловленная наливом, иу — естественная
скорость водоносного горизонта. Начальные и граничные усло-
вия следующие:

в скважине с = 1, на бесконечности с == 0, й = 0 при & = 0;
& (го, @) = По, Й (со, ) = 0, где го — радиус скважины.

`Необходимо добавить соотношения между й, Ф и }:
аФ. «$

и= т (5.2.7)

где @$ и @л — проекции приращений криволинейных координат
на линию тока и эквипотенциаль. Обычно @5 = @л.

Система дискретизируется согласно полностью неявной ко-
нечно-разностной схеме, как в разделе 5.2.2. Получающиеся в ре-
зультате системы решаются методами прямого исключения Гаусса

для тридиагональных матриц. Уравнения движения дискрети-
зируются, как в разделе 5.2.2, а дискретизация уравнения дис-
персии может иметь вид:

М..._\;“*Ц...‚ -1)—е(0)] —
УОЕНЕ оее

ё ()

— () &©

5 Ж. Фрид



Шаг @Ф® выбирается постоянным и достаточно малым, чтобы
уменьшить погрешность численной дисперсии. Вычисления вы-
полняются на оси Ох, которая является линией тока и дискрети-
зируются в соответствии © уравнением (5.2.7). Значения кон-
центраций переносятся затем в область ху по эквипотенциальным.
линиям. Шамир и Харлеман [947| рассматривают другие воз-
можные численные схемы в координатах Ф, , особенно в случае
общего уравнения дисперсни (5.2.4), когда поперечной диспер-
сией нельзя пренебречь, Дискретизация в этом случае аналогична
принятой в разделе 9.4.4, а метод решения — неявный метод
переменных направлений (см. 9.4.4).

5.3, АНАЛИТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ

Аналитические решения уравнения дисперсии существуют
только для очень небольшого числа случаев, подробно рассмо-
тренных Бэром [17]. Аналитическое решение, если оно суще-
ствует, представляет интерес тем, что оно не содержит ошибок,
обусловленных численной дисперсией, и ошибок, вызванных
конечно-разностной аппроксимацией,

Для отыскания аналитических решений могут быть применены
различные математические методы, такие как метод функции
Грина, преобразования Лапласа или преобразования Фурье.
В качестве иллюстрации здесь приводятся два основных примера
методов, которые могут быть использованы для построения ти-
пичных кривых загрязнения для одномерного или двумерного
потока.

5.3.1. Одномерная модель

Допустим, что имеет место продольная дисперсия при постоян-
ной скорости // в полуограниченной среде и ступенчатой началь-
ной функции.

Математическая задача определяется системой уравнений:

К (@*С/дх?) — И (дС/дх) = аС/ОЬ,

С& =0, >0 = С С @ = о, # > 0) = , (5.3.1)
С(&> 0, # = 0) = 0.

Задача решается с помощью преобразования Лапласа,
Замечание. Пусть / — функция переменной х, опреде-

ленная для всех х и равная нулю при х <40. Преобразование
Лапласа / есть функци:

10 =!(@) = | е () а, (5.3.2)
й
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0005 0/ ( ВРОЕОЕЧЕ КОеНЫ НЕЙ ) 50

Рис, 5.3.1. Типичные кривые одномерной дисперсии; скорость постоянна [204]

при условии, что этот интеграл существует, р — комплексное
число, равное л) + & Если п) равно нулю, то / (р) есть преобра-
зование Фурье.

Здесь используются следующие свойства преобразования Лап-
ласа:

& () = @! (@) — / (0
1 (") = Р () — @! (0) — 7' (0).

Они легко проверяются применением преобразования (5.3.2)
к функциям / (0) и Р (0. Подставляя в ?5.3.1) в (&No р) =
= [е_”'д (&, ) , получим:

6

К (4а/4:) — И/ (46/4х) = рё, (5.3.3)
@ (к==0) =сур, @ (х = ов) = ,

Из выражения (5.3.3) следует решение:

_ ©® [и—‹ичш‹›“’ 1__С= ® екр — х| е
их 1 —* и 1/2°

=снею () рек [а (чк ).
Из таблиц преобразования Лапласа получаем:

О х1 ‚ С. З х-Ни= ;егіс[и—(т\ - ехр ( )егіс[...”„„}. (5.3.4)
На рис. 5.3.1 приведены типичные кривые соответствующие этому
решению.
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5.3.2. Двумерная плановая модель

Водоносный горизонт горизонтальный, однослойный и одно-
родный. Скорость движения воды и постоянна и параллельна Ох.
Коэффициенты дисперсии постоянны и пропорциональны скорости
(режим динамической дисперсии). Загрязнитель запускается при
концентрации Су и расходе @ в источнике; за период @# масса
запущенного загрязнителя составит Со@ @{4 Начальная кон-
центрация равна нулю. Область не ограничена, а концентрация
на бесконечности равна нулю. Математической моделью является
‘уравнение:

д° д%с де _ _двбчй оа + оу ой — йтр та

Функция Грина, т. е. решение этого уравнения для мгновен-
ного ‘запуска в момент времени { = 0 единичного количества
загрязнителя в источнике имеет вид:

л 1 — @— —

оОЕ ‘Чтий (оуат)'?. Е [ ое Яети!
и решением задачи тогда будет:

— од & НА,С( и - па ау ** [ мт...].
Для непрерывного налива при расходе @ решение для момента

времени # будет:
'

с.9. 0)® „ Ё_С(& #, ) Noп]ехр [Е — чана ] 9-° 63.5)

Установившийся режим может быть получен при # = о:

е с ® йС0 = пар *р () К ( + Ё)‚ (5.3.6)
тде К, — модифицированная функция Бесселя второго рода
нулевого порядка. Необходимо отметить, что на оси Ох (у = 0),
когда от стремится к нулю, концентрация стремится к бесконеч-
ности, что не имеет физического смысла. Тогда следует обра-
титься к одномерному случаю. Если скорость и возрастает, то
концентрация повсюду уменьшается: загрязнение быстро выно-
сится. Если @ и и — постоянны, с стремится к нулю при @,
стремящемся к бесконечности: при увеличении дисперсии кон-
центрация в точке уменьшается.

Интересный расчет по (5.3.5), принадлежащий Эмселлему [5),
приводит к полезным типичным кривым посредством введения
табулированной функции Хантуша No (а, 6):

No (, в) = [ ехр (— — ьту)і’у›і.
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Рис. 5.3.2. Типичные кривые зависимости No (и, ) от и для различных © [270]

Решение (5.3.5) можно записать в Виде:
‹

ехр (х/дг,) [ ехр [— % <
й

69
Али (сиат) ®

С( и, Э=

оее
Подставляя у = ид/4о,, будем иметь:

‘

© — ер (5дау) |ехр (— — #ну) -,
4ли (оиет)\/ ёС(& #, ) =

отгде # = %’_ + аат
и окончательно:

С( % ) = — ® — ехр (ча М (0, 9) — (& ®) (5.3.7)
4ли (олат) 2

Значения No (#, 6) могут быть найдены в таблицах Ъуикции Хан-
туша, приведенных, например, в работе [270]. На рис. 5.3.2
показаны значения функции, необходимые для самых простых
задач загрязнения, полученные из решения (5.3.7).

5.4. МОДЕЛЬ «ЧЕРНОГО ЯЩИКА»

Как будет показано в главе 7, иногда представляет интерес.
трактовать задачу загрязнения методом «черного ящика»: Водо-
носный горизонт рассматривается как черный ящик, в Который
поступает и из которого выходит загрязнение. Механизм внутри

133



ящика неизвестен, и анализируется только общее влияние ящика
путем изучения входной и выходной функций, характеризующих
загрязнение. По существу метод может быть использован при
очень больших масштабах исследований, когда влияние водо-
носного горизонта на загрязнение является комплексным, но
может быть объединено в единое представление. Например, когда
нужно определить загрязнение, поступающее с площади водо-
сбора физико-химические явления в ненасыщенной зоне не могут
быть детально рассмотрены, но может анализироваться их сов-
местное проявление. Основной принцип этого метода заключается
в том, что загрязнение рассматривается как сигнал е (2) (нли
как некоторая композиция единичных сигналов), который пре-
образуется в 5 (1) водоносным горизонтом, действующим как опе-
ратор А (символически представляется как % = А-е), где { —
время,

Обычно делаются следующие допущения:
1) преобразование е -> 5 существует, т. ©. имеется оператор

такой, что 8 == Ае; “ч
2) в — линейная функция от е, т. е. А — линейный оператор.

"Так, если $ соответствует е, то 5 соответствует ® е; если 5; СООТ-
ветствует ©; и 5; соответствует е;, то & + 5 СОответствует
е —- е%;

3) любой сдвиг по времени на входе е влечет за собой такой же:
сдвиг по времени на выходе & (т. е. преобразование е —> $ проис-
ходит со сдвигом по времени);

4) преобразование А непрерывно, т. е., если последователь-
ность е (2) стремится к нулю, когда п стремится к бесконечности,
то последовательность & (1) == Ае, () стремится к нулю.

Тогда может быть доказано [148], что это преобразование
есть свертка, записываемая в виде:

5 = Аж*е.

Моделью загрязнения является оператор А, который назы-
вается «импульсной переходной характеристикой», или «единич-
ным откликом», или передаточной функцией водоносного гори-
зонта для загрязнения и задача состоит в том, чтобы рассчитать
этот единичный отклик. Если А известен, модель может быть '
использована в двух направлениях: либо при известном е рассчи-
тывается е (это обращение свертки).

Для примера рассмотрим водосборную площадь с водоносным
горизонтом и некоторыми реками. Вода потоков используется
для питьевых целей. На заводах складируются отходы, которые
загрязняют водоносный горизонт при инфильтрации, обуслов-
ленной дождями. Загрязнения, поступающие из этих отходов,
представляют собой вход е () и для выработки техники безопас-
ности, касающейся заводов (например, выбор времени накопле-
ния загрязнений или сжигания), необходим прогноз выхода $ (2)
при разгрузке водоносного горизонта в реки. Если известен А,
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который характеризует водоносный горизонт, то можно вычис-
лить в () при данном е (2) с помощью свертки А * е.

Наконец, если необходимо соблюсти санитарные нормы загряз-
нения (которые накладывают ограничения на функцию $) и опре-
делить возможный вход е выполняют обращение 5 на е. Конечно,
сначала должны быть выполнены эксперименты по обращению
свертки с известными $ и е, для того чтобы определить А.

Хотя свертка довольно просто выполняется численно, можно
показать, что обращение ее является неустойчивой численной
операцией и что необходимо использовать специальные числен-
ные методы. После обзора некоторых классических численных
методов рассмотрим численный метод, основанный на алгоритме
Эмселлема [81 ] и развитый Пуатриналом [81 . Этот метод устой-
чив и уже довольно широко используется.

Из этого следует допущение, что оператор А представляет со-
бой интегрируемую функцию и что уравнение свертки записы-
вается в Виде:

+

50 = | л#- ое(

Другое важное допущение состонт в том, что А и е равны нулю
при отрицательном времени, что приводит уравнение свертки
к виду:

‘

5(0 = [ л@—) е(о 4.
6

5.4.1. Классические методы обращения

Преобразование Фурье. Преобразование Фурье для функции
определяется так:

+

20 =1© = ] ехр (—а Г (2) 4,
при_соответствующих условнях сходимости по /

Преобразование свертки / Х д по Фурье представляет собой
обычное произведение /-@ и отсюда очевидный метод обращения
состоит в следующем: свертка преобразуется по Фурье, делится
на известную функцию и обратным преобразованием Фурье
находится неизвестная функци:

в= Аже-б== Деб—+ ё == ЯА — е = РО.

Прямая идентификация. Уравнение свертки дискретизируется
с единичным временным шагом: входы задаются в виде е (0),
е (1), ..., е (п) и единичный отклик А выдается в виде А (0),
А (1), А (п). Каждый е (р) есть импульс с амплитудой е (р),
который вызывает отклик е (р) А (п — р).
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Уравнение свертки тогда дает линейную систему:

$5 (0) = е (0) 4 (0),

$ (1) =е(0) 4 (1) +е(1) 4 (0),
$ (п) = е (0) А (п) е (1) А (п—1) + *** + е (р) А (п — р) -
ЯН ккк е (п) А (0), (5.4.1)

| Неизвестными являются е (0), е (п), и система (5.4.1) легко
решается.

Эти методы очень неустойчивы, когда данные сопровождаются
некото| ы”\‘;' ошибками и неточно соответствуют уравнению свертки.

(рис. 5.4.1).
Классические средства, такие как сглаживание преобразова-

ний Фурье, полностью эти методы не улучшают. Сейчас рассма-
триваются некоторые другие методы, такие как аналоговое об-
ращение.

5.4.2. Метод обращения Эмселлема

Основной принцип этого метода заключается в том, чтобы
получить единичный отклик методом последовательных прибли-
жений, Каждое новое приближение является исправленным пре-.
дыдущим при нулевом среднем, Эти приближения рассчитываются
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Рис. 5.4.2. Импульсная переходная характеристика

Рис, 5.4.3 Вектор ;
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Рис. 5.4.4. Вектор б

Рис. 5.4,5. Приближение Ар © помощью & и б

по проекциям на специальный ортогональный векторный базис,
наилучшим образом ограничивающий влияние экспериментальных.
(измерительных) ошибок. Сначала определяется опытом время л,
когда единичный отклик становится равным нулю (рис. 5.4.2).
Первое приближение. Это постоянная функция, которая при
свертке с реальным входом дает такой выход, что разность между
фактическим и рассчитанным выходом будет минимальной по
всему интервалу изменений. Эта разность обычно минимизируется
методом наименьших квадратов. Рассмотрим вектор базиса &)
равный 1 на (0, л) (рис. 5.4.3).

Проекция А, (2) единичного отклика удовлетворяет уравнению:

А, (0 = а (,
где @ — постоянная функция, которая определяется минимиза-
цией разности между известной и рассчитанной выходной функ-
цией во всех точках, где она известна.

й л

5 () — ;Е(і—і) А, () =5() — .Ё.Ёг(і—і)щ!'д(")=

=$ () —& `;›!’(1—і)’д(")=1=`(/)
Оптимальная величина @; определяется из соотношений:
д [“Двц)“да,=0.

«= 3 {0 В ги-оье)] 3 5 еи — пы
Т 7
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Рис. 5.4.6. Векторы ёа и В,
90%

Рис. 5.4.7. Импульсная пере- орооъ”
ходная. характеристика, рассчи-

танная — методом — обращения
Эмселлема по данным рис. _ 5.4.1 °д2°° 0 0 ® No ®No 60%
Второе приближение. Величина а неизвестна, интервал (0, л)
делится на два иптервала и рассматривается базисный вектор В,
равный’! на (0, п/2) и —1 на (!/2, п) (рис. 5.4.4).

Вторым приближением Д является оператор А,, определяе-
мый выражением:

» (2) = а6 (2) -- аб (2),
@зв» (), очевидно, представляет собой исправленное первое

приближение с нулевой средней. График А, показан на рис. 5.4.5.
@ определяется так же, как и @:

Е () =5(1) — д'пд(/ — )6 () —& ‚\;.”‹і — ) No(),

д Ё,_'Е‘ ”
—

«= 3 :0 -а & го-ды0х
: `

х Хе‹/—ъ'›щ‹г›]/в \ е -05.0.
: 3

Последующие приближения. Эти приближения получаются де-
лением (0, л) на 3, 4, ... интервала и определением векторов Вз,
В, -». (рис. 5.4.6).
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Векторы легко получаются один из другого итерационным про-
цессом: В» и Ва опредёляются соответственно по В» и Р, деленнем
опорного интервала на четыре части и умножением соответствую-

щих значений ё, и В, новых интервалов на -|-1, —1; векторы от в;
до в получаются из векторов от В, до Б, таким же образом. Эти
векторы ортогональны. Конечно, если отрезок (0, л) представ-
ляет собой некоторую степень от 2, то это упрощает алгоритм.
аз и а могут быть подсчитаны одновременно из этих уравнений:

4( —а (0 +-а.:(0 4-а () Т-0 (,

Е(0)=:0— М -0лы(0 =

=:() -а Вей-д60 -- -а В гИ -Оы0,
2380 _0, 2080

дая дад

Эти расчеты повторяются для других приближений.
Под фазой понимается система векторов при данном расчле-

нении интервала (0, л) (например, фаза 1 есть ), фаза 2 —
(б‚, 64), фаза 3 — (6,, Вь, Бз, В, ...). Для каждой фазы вычисле-
ния повторяются до тех пор, пока не будет достигнуто минималь-
ное значение минимума &* (/): на фазе 2, подсчитывается @р,
затем уточняется а; возвращением назад к фазе 1. После этого
опять уточняется аз и так далее, прежде чем_ приступить к рас-
чету аз, а. Когда два последующих минимума ® А? (}) будут почти
равны, можно переходить к следующей фазе, в противном случае
следует вернуться к фазе 1.

Алгоритм Эмселлема имеет следующие свойства:
1) каждая фаза представляет собой более дробное расчленение

единичного отклика по сравнению с предыдущей фазой: если до-
стигнутое приближение считается достаточно точным, процедура
может быть остановлена;

2) каждый вектор вносит уточнение в нулевую среднюю пре-
дыдущего приближения;

$) каждый вектор видоизменяет единичный отклик на всем
интервале (0, л); в процессе свертки базисного вектора и входной
функции ошибки на входе, если они не являются систематиче-
скими, уравновешивают друг друга и генерируют меньшие

ошибки в подечитываемой проекции.
Пример этого метода приведен в разделе 4.2.1 при определении

передаточной функции радиоактивной пробы.
Рис. 5.4.7 представляет собой единичный отклик, подсчитан-

ный методом Эмселлема с использованием данных рис. 5.4.1.



ГЛАВА 6
ПРИМЕРЫ ЗАГРЯЗНЕНИЙ ПОДЗЕМНЫХ ВОД

Для иллюстрации возможного применения методики нами
подобран ряд примеров, которые подразделены на три группы:
1) описание существующего загрязнения и развития его во вре-
мени; 2) прогноз возможного загрязнения; мероприятия по преду-
преждению загрязнений; 3) внедрение морских вод в прибрежный.
водоносный горизонт,

6.1. ОПИСАНИЕ СУЩЕСТВУЮЩЕГО ЗАГРЯЗНЕНИЯ
и ЕГО ЭВОЛЮЦИИ: ЗАГРЯЗНЕНИЕ РЕЙНСКОГО

ВОДОНОСНОГО ГОРИЗОНТА ОТХОДАМИ
ГОРНОДОБЫВАЮЩЕЙ ПРОМЫШЛЕННОСТИ

© загрязнении солями водоносного горизонта в Южном Эль-
засе (Восточная Франция) известно уже давно. Оно фиксируется
по возрастающему во времени содержанию хлора в водозаборных
скважинах г. Колмара (рис. 6.1.1).

Загрязнение образуется в зонах добычи и обогащения калий-
ных рудников за счет остаточных солей, содержащих хлористый
натрий (85%) и глины (15%). В течение долгого времени отходы
складировались на поверхность земли; атмосферные осадки,
фильтруясь через отвалы, выносили растворенную соль (NoаС!)
в подземные воды. Чтобы предотвратить такое засоление под-
земных вод, раствор МаС! стали сбрасывать по трубопроводу
в Рейн, так что в отвалы теперь складируются отходы с очень
малым содержанием соли. Однако ситуация не улучшалась, так
как, во-первых, Рейн сейчас интенсивно загрязняется и эта проб-
лема приобрела международное значение, а во-вторых, отвалы
сохранились, и, хотя и они не обновляются, все же благодаря
своим большим размерам (средняя высота 20 м, с примерной пло-
щадью основания 100 х 100 м) продолжают оставаться постоянным
источником загрязнения водоносного горизонта. Исходя из этого,
исследования проводились с целью:

— охарактеризовать механизм загрязнения подземных и по-
верхностных вод;

— дать количественную оценку: а) ежегодного поступления
солей в гидрографическую сеть, проходящую через горнодобы-
вающий район, и б) развития во времени засолонения подземных
вод.

Исследованиями выявлено два типа загрязнения: 1) слабое
загрязнение сильно разбавленными солеными водами, поступа-
ющими в водоносный горизонт в результате наличия гидравли-
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ческой связи между поверхност- — , мг/л
ными — и — подземными — водами,
9) сильное загрязнение подземных 250
вод крепкими рассолами, инфиль-
трующимися в водоносный гори- 200)
зонт на территории отвалов во

время дождей. 150

6.1.1. Общее описание проблемы —

Водоносный горизонт сложен
четвертичными — аллювиальными — 50
песками, гравием и галькой (в
различных соотношениях) с лиН- ‘)
зами глин и подстилается мерге- — & © 3 ©

лем; он обладает большой прони- е $ * $
цаемостью — (коэффициенты филь- — рис, 611 Солезжайна ара

трации порядка 10° м/с). Мощ- — воде, откачиваемой из скважни В
ность водоносного горизонта из- — Колмаре
меняется от 50 до 200 м. Средне-
годовая сумма осадков составляет 700 мм. Выделенные два типа
нагрязнения локализуются в двух различных зонах; слабое за-
трязнение в зоне 1, где исследования были направлены на фикси-
рование содержания солей в речных водах, на описание механизма
гидравлической взаимосвязи речных и подземных вод и на оценку
увеличения минерализации подземных вод за счет поступления
загрязнения из рек, сильное засолонение происходит в зоне 2,
где исследования имели целью установление годового баланса
инфильтрации в водоносный горизонт, количественное описание
механизма формирования потока соленых вод по разным направ-
лениям от отвалов и прогнозное моделирование для всего горного
округа.

роцесс засоления отражен на рис. 6.1.2.

6.1.2. Проведение экспериментов

Порядок проведения экспериментов показан на блок-схеме
(рис. 6.1.3) 1113, 1141. Ниже приводятся соображения, которые
помогут понять `блок-схему.

Выявление загрязнения геофизическими методами. Электро-
разведка дает данные о строении водоносного горизонта. Приме-
нение электроразведки оправдывается тем, что, с одной стороны,
удельное сопротивление пород водоносного горизонта пропор-
ционально удельному сопротвлению воды, которую они содержат,
а с другой — удельное сопротивление воды обратно пропорцио-
нально количеству содержащейся в ней соли; отсюда следует,
что кажущееся удельное сопротивление данных горных пород
(в нашем случае, современного аллювия) уменьшается с увеличе-
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нием в воде растворимых солей. Это явление количественно оце-
нивается соотношением:

р = р„А/Ф,
тде рс — удельное сопрогивление водонасыщенного грунта, р„ —
удельное сопротивление насыщающей воды, А — козффициент,
зависящий от степени консолидации грунта, ® — эффективная

пористость. х
`Так, пески с пористостью 25%, насыщенные водой с удельным

сопротивлением 40 Ом-м (при температуре 18 °С), что’ отвечает:
135 мг/л чистого NoС! в сухом остатке, будут иметь удельное со-

г противление 240 Ом:м. Поскольку в аллювии могут быть встре-
142



чены только слабо проводящие ток глинистые породы, то боль-
шинство проводящих зон, показанных на картах кажущегося элек-
трического сопротнвления, будут соответствовать зонам засоло-
нения.

На рис. 6.1.4, 6.1.5 и 6.1.6 показаны три вида материалов,
полученных геофизическими методами исследований: карта по-
дошвы водоносного горизонта и распределения удельных сопро-
тивлений в разрезе и в плане.

Измерения и контроль за загрязнением. Основными средствами
измерений и контроля являются пьезометры глубокого и мелкого.
заложения и поверхностные устройства (самописцы уровня и
минерализации). На рис. 6.1.7 показаны некоторые результаты,
полученные с помощью этих средств: плановое распространение
минерализованных вод в зоне 2, вблизи отвалов. Данные рис. 6.1.7
следует сравнить с геофизическими данными рис. 6.1.6, Кон-
кретные виды экспериментальных средств - рассматриваются
ниже. :

О средствах измерения и контроля [115, 116
1. Уровни водоносного горизонта. Для установления взаимо-

связи между рекой и водоносным горизонтом использован попереч-
ник пьезометров глубиной по 25 м и с фильтрами на последних
5 м. Уровнемеры представляют собой электрические датчики на
емкостном эффекте: используется различие диэлектрических по-
стоянных воздуха и воды; любой подъем уровня воды вызывает
изменение электрической емкости датчика. Уровнемеры тариро-
вались непосредственно в пьезометрах с тем, чтобы учесть влияние
труб и грунтов. Характеристики такого уровнемера`приведены'
на рис. 6.1.8.

2. Уровни рек. Для параллельной регистрации уровня исполь-
зовалось два типа устройств: механический лимниграфс противове-
сом и поплавком и пневматический лимнограф с воздушной линией,
передающей давление ртутному резервуару, где уровень измеря-
ется поплавком с противовесом. Аналоговый цифровой переход
совершается механически, глубина уровней через каждые 15 мин
наносится на перфоленту; анализ и обработка лент выполняется
вычислительной машиной. Тарировочные кривые связи Высоты.
стояния уровня и расхода поверхностного потока устанавливались
на этих станциях на основе инструментального измерения скоро-
стей потока.

3. Наблюдения за концентрацией соли в реках. Эти наблюде-
ния выполнялись периодическим путем отбора проб и измерения
удельного сопротивления воды; на рис. 6.1.9 схематически опи-
сывается соответствующее устройство.

Можно воспользоваться`и сканирующим устройством, состоя-
щим из нескольких датчиков (малая серия которых может быть
заранее запрограммирована). Температурная компенсация и при-
ведение полученной измерением величины удельного сопротивле-
ния к 20 °С обеспечивается вторым электродом, подобным измери-
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[Задачи: описание и прогноз распространения загрязнения

Регистрация существующего загрязнония.

Тробования: `Изучаемол вод `Аэрофотоснимки: Геофизик:
—профсоюзо водоносного го- | — — гидрографиче- —эпектрическое.

—честных потреби: ризонта; ской сет зондирование;
телей — рек: — соляных отоа — | —электропрофи-

‘пирование!

— —хвостохранилищ

Предварительные результаты:
— карты кажущихся удельных сопротивлений (пляны,

‚резрезы) ;
| — профили кожущихся удельных сопротивленй —„

-

'Обработанные результаты:
— существующее распространение загрязнении |(горизон-

чальное, вертикальное) ;
—покализоции - источников загрязнония — и направления

т ‘движения и

Организация наблюдательной сети для сбора но данных

'Поверхностные вод! 'Подземные вод 'Плювиометрия:
—уровни, расходы потоков; —напоры —инфипьтрация;
— минерализация (удель- _ | —изменение концентраций по глубино; —сток

мые_сопротивления) —пьезометрические _ профили — (взам-
мосвязь рока--водоносный горизонт);

— водопроницаемость, пористость

Банк данных

(... Зео) ее о, ік:.‚........ ____Ст..._ Э

Рис. 6.1.3. Загрязнение промышленными отходами. Блок-схема операции



‘Модали

аеа рн

=ЕНЫлЕе| ЕННЕ ЕВЕ

т Т Т
четенчет] Г тинско ) иии
— | ГЕН | [ЕЕты
ттни | ЕЕЕ ВЕЕЕо
ЕЫО [

ЕННЕ е лее
е

т

и —

Т
ва

е

[бравнение результатов мо-
[делироввния © данчыми.

оотылый
Суномине _ эуаоо ол т Л

мн наблюдений Колибровко ] —

\== -—'Калибровка моделн| "Распределение скорост

Т
рна

ее ОЕт
|непользусмая как прогноз =

оя модель.
‘Измонломые данные:

"> особые точки;
—=концентрации — источни:
ков загрязнения и носите]

-я загрязнения,

Т
Резупьтаты, Роспредоление

‘концентроции
—н —

1 раннение разультатов
|моделирования с данными|

аблюдений

е )
олибровке.

[Колиброванная модель,ис-
|пользуемая_дляпрогнога

- на

(Споовление зогрязненнем))



е х

ВЕ //

а0 \

© : ^ ^
‚5‚37— }аплвил{пеЁ о (\\

& 53к

е ЧЕ З
ъ Е

ъ

® — Соляные -—
отвалы.

Рис. 6.1.4. План —
изогипс` кровли
коренных пород. _
Масштаб 1:80000.

Рис. 6.1.5. Вер- ®
тикальное _ рас-
пределение
электрических

сопротивлений
(искаженный.
масштаб) — гео-
электрический
метод



Боллвиллер

в

>Болливилле

©

р

а

Виттелшим:
зиттенхим

Выттелой м.

Рис. 6.1.6. Плановое распределенне электрических сопро- Рис. 6.1.7. Степень минерализации по данным измерений в
тивлений — геоэлектрический. метод. Масштаб 1 : 100 скважинах, Масштаб 1 : 80000.

А — >10г/п; В — > гуп; С — 2100 м/л, Р — <100 мт/я



ауФ

500)

400

300 —
3

$

100|

оРР

о 5 0 м

Рис‚ 6.1.8. Датчик емкостного действия (а) и его характеристика (6),
1 — оголовок. датчика; 2 — датчик; 8 — груз; 4 == к записывающей или контрольной
аппаратуре

компенсацией.
‘эмерительный
" измеритель=

1 — эталонный электрод (эталонное удельное сопр
электрод (иензвестное сопротивление р); 3 —- источник;
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Рис. 6.1.11. Куст скважин для измерения давления
и концентрации на различных глубинах
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тельному, который погружен в тарировочный раствор того же
ионного состава, что и опробуемая вода, и удельное сопротивле-
ние (р’) которого при 20 °С известно. Компенсация может счита-
ться удовлетворительной, если оба электрода находятся в тепловом
равновесии — условие, которобе для рек почти всегда соблюдается.

На рис. 6.1.10 показана станция по измерению загрязнения
для зоны слабого загрязнения.

4. Наблюдения за концентрациями соли и давлениями вниз.
по течению от отвалов. Здесь пробурено два типа наблюдательных
скважин: одиночные скважины, оборудованные фильтром на всю
мощность водоносного горизонта, для измерения напоров, экви-
валентных пресной воде 1180], и кусты из трех скважин
(рис. 6.1.11) для измерения изменений концентраций и давления на
различных глубинах,

6.1.3. Модели

Как показано на блок-схеме (рис. 6.1.3), для описания и прог-
ноза развития засолонения используется два типа моделей:
1) при размерах области засолонения порядка сотен метров —
дисперсионная модель; 2) при километровых размерах — модель
поршневого вытеснения,

Дисперсионная модель. В ней используется дисперсионная
схема (см.гл. 3), упрощенная благодаря следующим допущениям:

1) при размерах области загрязнения порядка сотен метров
среда является однородной;

2) отвалы соли непосредственно контактируют с водоносным
торизонтом, т. е. влияние ненасыщенной зоны предполагается пре-
небрежимо малым (очень сильное допущение);

3) вязкость и постоянная, а плотность р линейно зависит от
концентрации, т. ©. р == ас +}- 6, где а и Ь константы, определя-
емые с помощью типовых кривых;

4) на основе рис. 6.1.5 сделано допущение, что соль достигает
подошвы водоносного горизонта и концентрация соли под отва-
лами максимальна и постоянна по всей мощности водоносного
горизонта (это тоже очень сильное допущение);

5) каждому отвалу отвечает своя модель. Направление скорости
постоянно и горизонтально (см. рис. 6.1.6).

Эти допущения приводят к плановой двумерной модели, ко-
торой описывается двумерное распространение соли. Осям коор-
динат отвечают направление скорости и перпендикуляр к нему,
а тензор дисперсии является диагональным. Дисперсионная схема
приводится к уравнению следующего вида:

с 1Кивд (егр)дх -Е у 1Ктод(егр)ди — д(иеу/дх —= да

В,
— оу @р/0),
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Рис, 6.1.12. Область математической модели.
1 — ось_ симетрии; 2 — сетка

ц == 0, д (ри,)/дх = —др/дь,

р = ас + Ь,

тде К, и К; — соответственно продольная и поперечная _ компоне-
нты коэффициента дисперсни. Все другие обозначения определены.
в главе 3.

Оценка средней скорости фильтрации по данным откачек из.
скважины, среднего гранулометрического состава горных пород
и коэффициента молекулярной диффузии МаС! позволяет рассчи-
тать дисперсионное число Пекле, которое показывает, что пре-
обладает механическая дисперсия (раздел 2.4.2). Тогда К, и Кт
записываются в виде:

К,= аИ) К; = о11

Граничные условия поясняются на рис. 6.1.12.
Вычислительная схема отвечает неявному методу переменных

направлений (раздел 9.4.4); дисперсионная схема представляет
собой общий случай, детально рассмотренный в главе 3 и сводя-
щийся к следующей итерационной процедуре: в момент времени &
известны р, © и ; в предположении о постоянстве р ВЫЧИСЛЯ-
ется (/ на момент времени # -- А из уравнения неразрывности и
закона Дарси. Значение с на момент времени & -- А тогда опре-
деляется уравнением дисперсии, а р — уравнение состояния.
Разумеется, в пределах одного временного шага выполняется не-
сколько итераций, пока не будет обеспечена необходимая схо-
димость.. .

Калибровка модели производится путем сравнения с картой
рис. 6.1.7 и тарировочными кривыми на рис. 4.2.31.

Модель поршневого вытеснения. Предполагается, что разли-
чия по‘’плотности и вязкости двух жидкостей (соленая вода,
инфильтрующаяся из рек или из соляных отвалов, и пресная вода
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Рис. 6.1.13. Интрузия соленых вод, наблюдавшаяся в течение 1970 г.

Рис. 6.1.14. Рассчитанная интрузия. соленых под в течение 1970 г.

водоносного горизонта) пренебрежимо малы. Это допущение хо-
рошо обосновано, если учесть километровые размеры модели
(т. е. размеры бассейна реки) и относительно небольшие различия
в концентрации в случае гидравлической;взаимосвязи между рекой
и водоносным горизонтом (1 г/л в реке и` 100 мг/л в водоносном
горизонте).

Модель чисто конвективная, т. е. дисперсионный член общего
уравнения дисперсии пренебрежимо мал. Классическая схема
дисперсии (см. гл. 3) сводится к гидравлической модели, © помощью.
которой определяются скорости, и к уравнению сохранения массы,
которое оказывается чисто конвективным. Концентрации в ячей-
ках сетки подсчитываются путем осреднения содержания соли на

входе и выходе из ячейки,
Поток двумерный и неограниченный в плане, он удовлетворяет

предпосылке Дюпюн, т. е. эквипотенциальные повёрхности при-
нимаются вертикальными, а поток в основном. горизонтальным;

распределение давления — гидростатическое. — Фильтрационный
поток описывается уравнением Буссинеска:

д дА. д оК д
е Ка В — пЕ тр Ко и — )Ь — 59 @,

где й (х, #, Э ит (х, #, @) — превышения над некоторой заданной
плоскостью сравнения соответственно свободной поверхности
и подошвы водоносного горизонта; $, — коэффициент водоотдачи,
@ — удельный ‘водоотбор (см. раздел 9.5).
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Рис, 6.1.15. Рассчитанная интрузия соленых вод для 1975 г.

Рис. 6.1.16. Модель из электропроводной бумаги.
оо нонеекна ае НООар ЕН (жирные_аи-
нин).

а — ненскаженный _ масштаб; 6 — искаженный _ масштаб

Изменение концентрации во времени описывается конвектив-
ным уравненнем:

: де
« (0с) = — --

Сначала решается уравнение движения, причем член @ в пра-
вой части уравнения включает все сосредоточенные расходы воды
при откачке или наливе. Отвалы соли заменяются нагнетательными
скважинами в соответствии с результатами дождемерных наблю-
дений; взаимосвязь река — водоносный горизонт модёлируется
линией скважин, питающих или дренирующих водоносный гори-
зонт в зависимости от характера взаимосвязи. Затем решается кон-
вективное уравнение. Расчет новых распределений напоров и
концентраций выполняется методом линейной верхней релаксации.

Прежде чем использовать модель для прогноза возможного заг-
рязнения подземных вод, она должна быть прокалибрована по
годовому циклу наблюдений. Расчетная сетка и некоторые резуль-
таты моделирования представлены на рис. 6.1.13, 6.1.14 и 6.1.15.

Эти данные указывают на значительное распространение за-
трязнения, которое связывается с постепенным исчезновением
промышленных отстойников, использовавшихся для сбора боль-
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шшей части вредных стоков. Указанноеявление представляет собой
интересный парадокс: постепенное исчезновение промышленных
предприятий ведет к увеличению загрязнения.

Профильная конвективная модель. В зоне слабого загрязне-
ния использовалась профильная модель двумерного потока в вер-
тикальном разрезе водоносного горизонта, который имеет единич-
ную ширину и перпендикулярен к реке. Моделируется распро-
странение загрязнения к реке и от реки. Эта модель из электро-
проводной бумаги предназначена для изучения неустановившихся
явлений посредством итерационной процедуры. Результаты моде-
лирования показаны на рис, 6.1.16.

6.1.4. Выводы

В этом примере показаны основные этапы методики, представ-
ленной в главе 3: сбор предварительных данных, формулировка
критериев_принятия решений и основных допущений, построение
моделей и определение параметров загрязнения. На последнем
этапе с использованием предварительных данных о скоростных

параметрах производилось определение коэффициентов дисперсии
путем калибровки модели по существующему загрязнению с уче-
том его региональных масштабов.

Применительно к рассмотренному случаю основные результа-
таты исследований свелись к построению прогнозных моделей
в двух масштабах (в масштабе отвала и в масштабе всего округа)
и более широко — к организации сети наблюдений за водоносным
горизонтом и реками, дающей полное представление о своевремен-
ном загрязнении и обеспечивающей возможность проверки модель-
ных прогнозов загрязнения.

6.2. ЗАЩИТА ВОДОНОСНОГО ГОРИЗОНТА
от ВОЗМОЖНОГО ЗАГРЯЗНЕНИЯ

Городские власти планируют защиту своих скважин, дающих
питьевую воду, от обычного и аварийного городского загрязнения.
В качестве примера здесь приводится описание исследований,
проведенных в близи г. Лиона в Центральной Франции для по-
строения математических моделей, предназначенных, с одной сто-
роны, для описания неустранимого городского загрязнения и
выработки правил охраны источников водоснабжения, а с другой-—
для оценки полезности возможных мероприятий и допустимых
сроков их реализации в случае аварии вблизи скважины. Исследо-
вание было выполнено в строгом соответствии с методикой, из-
ложенной в главе. 3 1103, 1131.

6.2.1. Предварительное изучение
имеющихся данных

Водоносный горизонт — аллювиальный, сложенный песками,
гравием и галькой с редкими линзами глин; местами он имеет
многослойное строение, но в основном однослойный, на что ука-
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зывают результаты опытных откачек при неустановившемся дви-

жении, проводившиеся для определения проницаемости в зоне вли-

яния скважин. Однако проницаемость, подсчитанная по грануло-
метрическому составу образцов грунтов, заметно меняется по
вертикали. Средняя действительная скорость фильтрации, с уче-
том данных опытных откачек, может быть принята равной 5 м/сут.
В то же время, имеются участки со средним диаметром зерен о»
равным 1,5 см: Водоносный горизонт имеет мощность 90 м и зер-
кало подземных вод на глубине от 4 до 5 м.

Главными неустранимыми загрязнениями являются углеводо-
роды (в небольших пропорциях, менее чем 0,4 мг/л), сульфаты и
нитраты. Кроме того, оказывается, что наибольшая опасность
загрязнения исходит от грузовиков, перевозящих химикаты,
смешивающиеся с водой, а также от легких углеводородов, таких
как бытовое топливо, которое, достигнув уровня воды, могут
переноситься вниз по течению.

Таким образом, следует рассматривать только смешивающиеся
с водой загрязнения, для чего должны быть построены модель
поршневого вытеснения или гидродисперсионная модель.

6.2.2. Рабочая гипотеза.

Так как требуется обоснование зон охраны вокруг эксплуата-.
ционных скважин, размером от 20 до 100 м (что отвечает крупному
масштабу), то была выбрана многослойная дисперсионная модель,
учитывающая изменение водопроницаемости по вертикали. Мо-
дель представляет собой локально многослойный водоносный
торизонт, однако концентрации на ней осредняются по глубине
благодаря чему имитируется однослойный водоносный горизонт
крупного масштаба. Слои залегают горизонтально и поэтому
принята горизонтальная многослойная дисперсионная модель,
в которой тензор дисперсии имеет диагональный вид, так как
при имеющем место масштабе изучения линии тока близки
к параллельным прямым. Число Пекле, подсчитанное по. среднему
коэффициенту диффузии, равно: Ре = (5:10°® х 1,5) 107° =
Таким образом, возможные загрязнения будут подчиняться ре-
жиму динамической дисперсии, а коэффициенты дисперсии зада-
ются выражением К = си. Параметрами, подлежащими определе-
нию, являются региональные скорости и и параметры дисперсии @.

6.2.3. Определение параметров дисперсни

Для уточнения положения отдельных слоев в разрезе, а также
для определения коэффициентов дисперсии этих слоев, которые
могут быть использованы для моделирования процессов загрязне-
ния подземных вод легкими углеводородами, попадающими в верх-
нюю часть водоносного горизонта, проводились мелкомасштаб-
ные односкважинные эксперименты с запуском радиоактивных
трассеров (см. раздел 4.2.1). Таким образом, было получено
вертикальное распределение коэффициентов продольной диспер-
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жжа

оу сии на участке опробования
(рис. 6.2.1.).

В крупном масштабе па-
раметры дисперсии определя-

лись на пяти эксперименталь-

0 $ т ных участках с целью состав-
Глубина ,М ления карты распределения

Рис. 6.2.1. Вертикалькое распределение , КОэффициентов — дисперсни,
параметра продольной дисперсии охватывающей _ площадь — в

35 км° (рис. 6.2.2.). _ Выбор
представительных экспериментальных участков проводился с уче-

том их геологического строения и литологического состава _пород.

Один из таких экспериментальных участков располагается
вблизи санитарных полей фильтрации; коэффициенты дисперсии
здесь были получены методом, прослеживания перемещения есте-
ственного трассера на расстоянии 600—1000 м. На остальных
четырех экспериментальных участках параметры дисперсии были
получены с использованием односкважинных опытов с запуском
соленой воды и прослеживанием ее перемещения в водоносном го-
ризонте наземными геофизическими методами. Хотя эти методы
подробно рассмотрены в разделе 4.2.3, все же остановимся на
некоторых деталях выполненных экспериментов.

1, Общее время опыта на каждом участке, включая оборудо-
вание скважины, запуск трассера в скважину, контрольные и тео-

физические измерения, бурение наблюдательных скважин и де-
монтаж оборудования, составило 15 дней. В ходе опыта средний
расход соли (NoС!) составлял 200 кг в час; время запуска на раз-
личных участках менялось от 160 до 225 ч. Пусковые скважины
оборудовались фильтром на всю мощность водоносного горизонта.

2. Предварительные данные, непосредственно использованные
при планировании экспериментов, приведены в табл. 1, а резуль-
таты интерпретации эксперимента — в табл. 2. Результаты экспе-
Виям;итов‚ проведенных на опытном участке 5, даны в разделе

Таблица 1
Общая характеристика опытных участков.

Ё ое и Таа
Ё х | #& | ЗЕ с | 28а | В ) эз | 58° | а° Ё #ЗЁ° | ая Ё& | 2 |388| ® | # | Е | &
& | 8 38 ВЕ & | & | &9|СЫ 3 | 8888 | 22 | 28

1 20 3,3 | 16,7 о из 5
2 23,5 | 4,5 |19 — 1658 350 2
3 35. 16,5_| 18,5 — 2180 250 —
4 19,6 | 2,06 | 17,5 13 3375 160 2
5 18,3 | 2,40 | 15,90. — — — 22
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6.2.4. Модели

Рассмотренная в разделе 4.2.4 модель, отражающая поступле-
ние соленых вод в водоносный горизонт, использовалась в ка-
честве прогнозной модели распространения загрязнения в данном
районе на расстояние до 100 м, а модель, рассмотренная в разделе
4.2.5 (двумерная, плановая) использовалась для прогноза загряз-
нения на расстояние до 500 м.

6.3. ВНЕДРЕНИЕ СОЛЕНОЙ ВОДЫ В ПРИБРЕЖНЫЙ
ВОдОНОСНЫйЙ гОРИЗОНТ

Прибрежные водоносные горизонты являются важным источ-
ником хозяйственно-питьевого водоснабжения, особенно в полу-
аридных зонах, примыкающих к морю (например, на юге Италии
или в Тунисе). Однако следует тщательно разрабатывать програм-
му водоотбора, чтобы предотвратить проникновение соленых вод.
в пресные, которое может происходить двумя путями (рис. 6.3.1);
1) соленая вода проникает в водозаборную скважину, что вызывает
‘увеличение минерализации откачиваемой воды; 2) широкое внед-
рение морской воды в пресные может пагубно отразиться на зем-
леделии (в частности, такое загрязнение угрожает виноградникам
Медок на юго-западе Франции).

При значительной потребности в воде бывает выгодно произ-
водить почти полный водоотбор, а затем сокращать его для вос-.
полнения запасов водоносного горизонта, после чего снова пов-
торить процесс. При этом пеобходимо учитывать наличие переход-
ной зоны, изменение ее ширины, перемещение её под влиянием
приливно-отливных процессов и пульсирующего режима от-
качки. Чтобы понять механизм этого частного типа загрязнения,
было начато методическое исследование, отдельные этапы которого.
представлены в главе 3. Задачи исследования — во-первых, ВЫ-
яснить какие эксперименты, модели и правила необходимы для
определения режима откачки в прибрежной зоне; во-вторых, оп-
ределить расположение контрольных и наблюдательных точек.

Эти эксперименты проводились на водоносном горизонте Ма-
лика в Сенегале.

6.3.1. Предварительные исследования

Водоносный горизонт находится в 20 км от Дакара. Представ-
лен линзой пресной воды глубиной до 50 м, залегающей повсе-
местно на соленых водах. Ширина линзы около 1 км. С севера она
ограничена океаном, с юга — солеными водами (на земной по-
верхности соленые воды образуют озера, вытянутые вдоль бере-
товой линии). Соленость озер` изменяется от 14 до 53 г/л
(рис. 6.3.9) 1551.

Водоносный горизонт относительно однородный и сложен
песками с линзами глин и включениями гравия и гальки; уровень
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Висдрение соленой воды в прибрежный водоносный горизонт,
ный «нзыко; & — водопоеный

'конусар @ — корий

Рис. 6.3.2. Расположение водоносного горизонта [55].
1 — водозаборные скважины; 2 — иаправление потока.

Рис. 6.3.3, Разрез водоносного горизонта © переходной зоной и неоднородно-
стями [55.

2 — уровень воды дототкачки: 8 — новый пляж: 4 — дюны:
‘пляж 7 — пески с лизнами глины и гравия ожелез

она; 10 — водоупор



ом,

Рис. 6.3.4. Изменение пе-
реходной_зоны при от-
качке [55.
Границы переходной зоны:

‘перед. откачкой, 2 —-
в конце откачки; 3 —- водо-
упор

Рис. 6.3.5. Изменение изо-
ом при откачке [55]
`Изоомы, полученные / — до
откачки, 2 —
ло откачки



грунтовых вод залегает на глубине от З до 6 м. Водоносный гори-
зонт разгружается в море, а также в южное озеро, линия водораз-

дела перемещается в зависимости от времени года. Были обору-
дованы скважины для проведения постоянных резистивиметриче-
ских измерений, которые позволяют приблизительно определить
теометрические `характеристики переходной зоны (рис. 6.3.3).

Переходная зона, обусловленная приливно-отливными - явле-
ниями и сезонными колебаниями, при отсутствии систематиче-
ского водоотбора имеет ширину 2--12 м. Если принять ее среднее
положение за поверхность раздела между пресной и соленой водой,
то отношение высот пресной воды над и под уровнем моря изменя-
ется в пределах 1/5-=1/75, что сильно отличается от известной
оценки Гибен—Герцберга (1/40). Было также замечено, что после
сильных дождей, литающих водоносный горизонт, границы пере-
ходной зоны смещаются вниз и ширина её меняется.

Откачка проводилась в течение трех месяцев из двух скважин
с общим расходом 26 м%/с. Было откачено 63 400 м° воды. Вокруг
водозабора были пробурены наблюдательные скважины для оп-
ределения положения депрессионной воронки. Были подсчитаны
средняя проводимость, равная 6: 10`° м“/с, и коэффициент водо-
отдачи, равный 0,17.

‘Откачка оказывала влияние на переходную зону в раднусе
200 м (рис. 6.3.4). Измерения методом вертикального электрозон-
дирования при откачке показали изменения изоом на поверхности.
Результаты нанесены на планы, примером которых - служит
рис. 6.3.5, показывающий внедрение соленой воды в пресные.

Анализируя имеющиеся данные нужно отметить, что в ВОдо-
носном горизонте регистрируются приливные волны: наблюда-
лись изменения давления (более или менее сглаженные в зависи-
мости от строения пласта) при различных уровнях моря, соответ-
ствующие приливным движениям. Эти результаты интерпретиру-
ются как проявление горизонтальной стратификации водоносного
горизонта и связываются с эффективной пористостью различных
слоев.

6.3.2. Рабочая гипотеза

Предварительные данные показывают, что мы имеем дело с заг-
рязнением среднего масштаба, возникающим в результате сме-
шения загрязнителя с водой. Размер источника загрязнения (море)
и регистрируемые относительные размеры переходной зоны поз-
воляют сделать вывод о необходимости использования модели
дисперсии и разработки дисперсионной схемы.

6.3.3. Использование дисперсионной схемы

Прежде чем ввести само уравнение, были разработаны филь-
трационные модели для уточнения сведений о многослойном водо-
носном горизонте — о геометрии пласта (распространение и
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мощности), о гидрогеологических параметрах (коэффициенты гори-
зонтальной и вертикальной фильтрации, коэффициенты водо-
отдачи) и о расходе потока пресной воды в море.

В качестве первого приближения было введено допущение
о несмешиваемости пресной и соленой воды, после чего были по-
добраны вертикальные фильтрационные модели — по средней
величине переходной зоны в стационарном режиме и по приливным
пьезометрическим колебаниям в нестационарном режиме.

Затем использовалась слоистая, горизонтальная фильтрацион-
ная модель с вертикальным перетоком воды между слоями. Она
дополнялась плановой (так же слоистой) моделью дисперсии с вер-
тикальным переносом между слоями. Модель дисперсии согласо-
вывалась по кривым, аналогичным линиям удельных сопротивле-

ний (рнс. 6.3.5), путем моделирования изменения средних размеров
«соленого языка». Для этой модели было предложено использовать
метод конечных элементов, который в настоящее время проходит
испытания.

3.4. Трудности исследований

Согласно Бэру [17] основная трудность в моделировании рас-
пространения соленых вод состоит не только в том, что диспер-

снонная схема нелинейна, но и в том, что неизвестна моделируемая
область, так как некоторыми ее границами служат свободные по-
верхности. Первым результатом настоящего исследования и
было выявление различного рода трудностей, которые мы теперь
рассмотрим детально.

Механизмы движения и дисперсии изучены слабо, но некоторые
экспериментальные факты дают основу для создания теории:
было замечено, что на побережьях морей, не имеющих приливов
(как Средиземное море), переходная зона обычно очень узка или
иногда совсем отсутствует; на побережьях морей с приливами
(как, например, на побережье Атлантического океана) переходная
зона может быть довольно значительной (см. рис. 6.3.3.).

Теория заключается в следующем. В отсутствие приливов
и водоотбора и при пренебрежении сезонным ‘восполнением запа-
сов подземных вод за счет атмосферных осадков (это допущение
особенно справедливо при полуаридном климате) средняя по-
верхность раздела пресной и соленой воды не перемещается. Един-
ственным движением является течение пресной воды в море по.
поверхности соленой воды (рис. 6.3.6). Это вызывает, вероятно,
незначительную поперечную дисперсию, обусловленную верти-
кальной проницаемостью. Кроме того, соленая вода, попадающая
в водоносный горизонт благодаря дисперсии, выносится пресной
водой..

При наличии приливных волн горизонтальная составляющая
скорости «соленого языка» больше, чем вертикальная (особенно
если водоносный горизонт горизонтально-слоистый), что приводит
к интенсивной продольной дисперсии. Эта дисперсия и является
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причиной наблюдаемых — нами
довольно значительных пере-
ходных зон. Конечно, приливы
и сезонные пополнения запасов
подземных вод — это периоди-

ческие явления, поэтому они
должны вызывать — возрастно-
поступательное движение «язы-
ка». В связи с периодичностью — Рис. 6.3.6. Обратная дисперсия при
движения возникает вопрос: бу- _ движении преспой воды к морю

дет ли переходная зона расши: — дисперций: 4 — поток чоленой аы ° —
ряться со временем илк дости-
гнет некоторого равновесия? Опираясь на известные данные,
можно предположить, что на практике равновесие достигается,
вероятно, благодаря упоминавшемуся явлению вымывания: часть
соленой воды, поступающей благодаря дисперсии в водоносный го-
ризонт, вытесняется обратно в море при его естественной раз-
грузке. Другое объяснение (не противоречащее первому) состоит
втом, что дисперсия в некотором отношении обратима и часть пере-
ходной зоны, созданная при перемещении соленой воды вглубь,
разрушается встречным движением.

Мы рассмотрели здесь развитие зоны дисперсии в естественных.
условиях (дожди, приливы). Основная задача — проверить спра-
ведливость этой теории в условиях водоотбора и выяснить, будет
ли вытеснение соленой воды из водоносного горизонта компенси-
ровать возможные дисперсионные эффекты. В этом и заключается
мель упомянутых здесь исследований, проводимых в настоящее
время. Если откачка не влияет на ширину зоны дисперсии, то
можно использовать модели поверхности раздела несмешиваю-
щщихся соленой и пресной вод, и нет необходимости проводить
полевые эксперименты с целью определения коэффициентов ди-
сперсии, которые всегда трудно выполнить в достаточно широком
масштабе.

Теория дисперсии в приложении к внедрению соленой воды
важна для обоснования режима водоотбора в полуаридных зонах,
тде каждая капля пресной воды на учете и иногда планируется
сверхусиленная эксплуатация водоносного горизонта, т. ©. созда-

ние обратного градиента, что вызывает интенсивную интрузию
соленых вод. Эта интрузия затем вытесняется обратно в море
естественным питанием водоносного горизонта в период дождей,
и необходимо определить, остается ли при этом какое-то загрязне-
ние. Ответ могла бы дать «осцилляционная» теория дисперсии,
учитывающая вытеснение и обратимость процесса.

6.4. РАДИОАКТИВНОЕ ЗАГРЯЗНЕНИЕ ЖИДКИМИ ОТХОДАМИ

В связи с продолжающимся ростом использования атомной
-энергии в ближайшие несколько лет опасность радиоактивного
загрязнения, вероятно, возрастет. С психологической и физиче-
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ской точек зрения радиоактивное загрязнение опасно и требует
соответствующего отношения. Как, например, случай, иллю-
стрирующий методику, представленную в главе 3, кратко описы-
ваемый ниже, не очень сильно отличается от случая загрязнения
промышленными солями, описанного в разделе 6.1. Несмотря на
то что общие масштабы загрязнения, конечно, различны, модели-
рование и технические приемы остаются в основном теми же,

Предпочтительно описать этот случай отдельно, чтобы подчерк-
нуть важность применения технических приемов изучения сме-

шивающихся загрязнений для специфического типа загрязнений.
Таким образом, акцент делается не на методику, а на общий ха-
рактер данных и на масштабные аспекты.

Факты, изложенные здесь, касаются вопроса удаления жидких
отходов Опытной станции национального реактора в ВОсТочной
части долины р. Снейк в Южном Айдахо (США), изучавшегося
Геологической службой Соединенных Штатов [230].

6.4.1. Предварительные исследования

Геологические условия. Восточная часть долины р. Снейк
представляет собой мульдообразный бассейн площадью 31 000 км*.
Он сложен тонкими потоками базальтовых лав и переслаиваю-
щимися с ними осадками общей мощностью, возможно, до 1500 м.
Поток водоносного горизонта долины р. Снейк движется на юго-
запад (рис. 6.4.1) с большими скоростями (1,5—8 м/сут.), а его
проводимость изменяется от 10% до 10° м%сут. Коэффициент
водоотдачи изменяется от 0,001 до 0,02, а на участке удаления
отходов — от 0,01 до 0,06. Большая часть потока водоносного
горизонта приурочена к верхнему и нижнему контактам смежных

базальтовых потоков, в которых отмечены трещины и разрывы.
Опытная станция национального реактора (ОСНР) занимает

2320 км? этой долины. На рис. 6.4.2 показаны границы ОСНР
и гидроизогипсы, которые используются для расчета скорости
основного потока водоносного горизонта.

Отходы. Имеется два главных источника, а именно, площадка
опытного реактора (ПОР) и химико-технологический завод штата
Айдахо (АХТЗ), которые сбрасывают 80% всех химических
и свыше 90% всех радиоактивных отходов. Глубина залегания
уровня воды на этих площадках около 140 м.

Загрязнители, т. е. отходы, которые влияют на качество воды,
представлены как нерадиоактивными разновидностями, такими

как хлориды натрия, хром и тепло, так и радиоактивными, как

тритий, стронций-90 и цезий-137.
Хлориды постоянно присутствуют в отходах на обеих площад»

ках. Естественная концентрация хлоридов водоносного горизонта
изменяется от 10 до 20 мг/л. Величина 15 мг/л принята как ниж-
ний предел загрязнения отходами. Средняя исходная концентра»
ция на АХТЗ с 1962 по 1972 гг. была 245 мг/л.
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Рис. 6.4.1. Схема расположения ОСНР, долицы р. Снейск и предполагаемых
линий тока для Водоносного горизонта [29],
й опытнал, станция, национального роактора (ОСИР источники; @ —
Зительная траница Долины . Сиейк; $ — обобщениая тока‘подземных.

Натрий сбрасывается с хлоридами в виде хлорида натрия;
он ведет себя как хлорид, но движение его тормозится сорбцией
(нонный обмен). Например, в наблюдательных скважинах, где
концентрация ‹хлоридов равна 60 мг/л, концентрация натрия
составляет только 14 мг/л, хотя закачиваемая масса натрия состав-
ляет 2/3 массы хлорида,

Загрязнение хромом фиксируется при концентрации 0,01 мг/л,
наиболее высокая зарегистрированная концентрация 0,5 мг/л.

Естественная температура воды составляет 12 °С, а температура
сбросов на АХТЗ — 21 °С. Перенос тепла создал «язык» теплой
воды площадью около 3 км,

Тритий — наиболее распространенный радиоизотоп отходов,
встречающийся в виде тритиевой воды. Природная концентрация
трития в воде водоносного горизонта меньше 0,2 пКи/мл. В каче-
стве нижнего предела для картирования трития используется
величина 2 пКи/мл (точность определения трития в анализах
АХТЗ). Средние концентрации трития в сбросах на ПОР и АХТЗ
соответственно равны 615 и 430 пКи/мл (с 1962 по 1972 г.).

Максимальная концентрация стронция-90 на АХТЗ была 0,15,
нижний предел установлен на уровне 0,005 пКи/мл. Большое
значение имеет сорбция, она уменьшает скорость распростране-
ния загрязнения, что при наличии радиоактивного распада при-
водит к уменьшению концентрации. Цезий-137 сбрасывается в тех
же количествах, что и стронций-90, но благодаря сильной сорбции
нигде не обнаружен.

Способы сброса отходов. На ПОР образуется несколько раз-
лгхчных типов жидких отходов и ислользуется четыре типа систем
сброса.
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уе 642 Схемь гидронзогите 209 ( фа надуровне моря) в районе ОСНР

1. Отходы с низким уровнем радиации сбрасываются в три
взаимосвязанных инфильтрационных бассейна и просачиваются
на уровнень подземных вод.

9. Коррозионные, но нерадиоактивные химические отходы
сбрасываются в отдельный инфильтрационный бассейн.

3. Нерадиоактивные отходы градирни сбрасываются непосред-
ственно в водоносный горизонт через скважину глубиной 385 м. Они
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обычно содержат 12000 мг/л
растворенных веществ при-

родного — происхождения (в
пять раз больше, чем в под-
земных водах).

4. Санитарные — отходы
сбрасываются в отдельный
инфильтрационный бассейн.

* АХТЗ сбрасывает все свои
стоки_в Водоносный горизонт
через - скважину — глубиной
180 м, Перед сбросом почти
вся радноактивность устра-

няется из стоков ДИСТИЛлЛЯ-

цией или ионным обменом,
за исключением трития и

небольших количеств строн-
цня-90 и цезия-137.

6.4.2. Критерии принятия
решений

Очевидно, что мы имеем
дело с загрязнителем, смеши-

вающимся с водой водонос-
ного горизонта. Задача со-
стоит в определении деталь-

ности исследований.
Объемы различных сбра-

сываемых загрязнителей из-
вестны, но более интересны
планы, отражающие концент-

рации загрязнений во време-
ни и пространстве. Они более
реально фиксируют масштаб
загрязнения. На рис. 6.4.3.
изображены такие планы для
случая хлоридного загрязне-
ния. Для других загрязните-
лей планы имеют аналогич-
ный Вид.

. 6.4.3. Схемы - распределения
хлоридного загрязнения в Водонос-
ном горизонте долины .. Снейк:

@ — на октябрь 1958 г.; 6 — на апрель:
1969 г.; е — на ноябрь 1972 г. [2291,
1 — изолинии ` концентрации хлоридов
(мг/); 2 — то же, предполагаемые
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Из этих планов следует, что загрязнение распространяется
в региональном масштабе, что средства сброса отходов эквивален-
тны точечным источникам, но интенсивность этих источников та-

кова, что должны учитываться эффекты дисперсии. Сам вид языка
загрязнения показывает, что как продольная, так и поперечная

дисперсия значительны. Таким оюбразом, моделирование основы-
вается на рабочем предположении, что загрязнения подчиняются
дисперсионной схеме.

6.4.3. Дисперснонная схема

® Она базируется на обобщенной форме обычного уравнения дис-
персии, учитывающей эффекты поглощения, радиоактивный распад,
влияние сорбции и сжимаемость среды:

. — @(К ига С) — @ (0С) — Са ® — 0 —
—кс-210-ФМ, (6.4.1)

тде С, — концентрация раствора в источнике или стоке, о; — сжи-
маемость среды, / — постоянная радиоактивного распада раст-
вора, М — сорбционная емкость твердой фазы. Остальные обоз-
начения даны в главе 3.

Умножая левую часть (6.4.1) на Ф/[Ф + А (1 — Ф) ], можно
также смоделировать ионный обмен (здесь введен коэффициент
распределения А, который представляет собой отношение радио-
активности твердой фазы к радиоактивности жидкой фазы).
При этом делаются дополнительные предположения о Том, что
равновесие достигается мгновенно, является обратимым и изо-
терма адсорбции линейна.

Загрязнение происходит, как в случае трассера и при режиме
динамической дисперсии © коэффициентами дисперсни, пропор.
циональными скорости. Водоносный горизонт горизонтально-
слоистый. Наблюдениями установлено, что большинство загрязне-
ний движется горизонтально. Тогда модель дисперсии является
двумерной. Поток водоносного горизонта управляется обычным
уравнением фильтрации для ограниченных водоносных горизон-
тов (см. прилож. 1):

@у (7` дтай Н) ЬЗг + 9

Дисперснонная схема может быть дискретизирована на сетке
рис. 6.4.4.

Уравнение движения решается НМПН *, а уравнение диспер-
сии методом характеристик (см. раздел 9.4.6). Пример такого
решения дан на рис. 6.4.5.

* Неявный метод переменных направлений, — Приж» ред.
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Рис. 6.4.4. Конечноразностная сетка для прогиоза миграции загрязнения [228]

6.4.4. Определение коэффициентов дисперсии
Известно, чтобы оперировать дисперснонной схемой, необ-

ходимо определить полевыми опытами коэффициенты дисперсии,
Исследование выполнено в крупном региональном масштабе и
коэффициенты дисперсии были определены по данным загрязне-
ний, которые рассматривались как естественные трассеры.

Хороший естественный трассер не должен вступать в химиче-
ские реакции (такие, например, как ионный обмен и осаждение)
и не должен взаимодействовать со средой, Начальные и граничные.
условия должны быть известны (особенно закачиваемые объемы
и их распределение во времени). Исходя из этого, были выбраны
хлориды как самый простой и самый точный индикатор дисперсии.
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Пруды-
—накопители

я

„ПЙ . Скважина
ИО \_для сброса

” ;/ ‹промстоков

В! В=32
Рис. 64.5. Сопоставление наблюдаемых и рассчитанных изолиний концентрации
трития (в пКи/мл) на 1968 г.
1 — по пробам мз скважни; 2 — по результатам вычислений

Можно использовать и тритий, но его поведение более сложное,
чем поведение хлорида, из-за сильно изменяющихся расходов
сброса и радиоактивного распада.

Можно использовать и хром, но, конечно, не натрий, который
непригоден из-за адсорбции. Дисперсия согласовывалась ло кри-
вым_концентрации хлорида.

Полученные значения оу и о; были равны: оу = 91 ми
ат = 137 м.

Эти значения были использованы, чтобы согласовать «тритие-
вую» модель по экспериментальным кривым концентрации © уче-
том радиоактивного распада (см. рис. 6.4.5) и «стронциевую»
модель при постоянном коэффициенте распределения для сорбции.
Болышие значения коэффициента поперечной дисперсии, вероятно,
обусловлены очень большим масштабом модели и трещинным ха-
рактером водоносного горизонта.

6.4.5. Прогнозная модель загрязнения

Дисперсионную схему можно использовать как прогнозную
модель для различных гидрогеологических условий и режимов
сброса отходов.



ГЛАВА 7

ЗАГРЯЗНЕНИЕ И УПРАВЛЕНИЕ
ВОДНЫМИ РЕСУРСАМИ

ОБЩАЯ МЕТОДИКА

Экономическое значение воды очевидно. С ростом потребностей
становятся важными все ее ресурсы и особенно ресурсы подземных.
вод, накопленные в естеетвенных бассейнах. Вода используется
вдвух главных направлениях: для водопотребления (хозяйственно-
питьевого, сельскохозяйственного, промышленного) и для тран-
спортирования. Под последним подразумевается удаление быто-
вых и промышленных отходов. Конечно, такое удаление отходов
водой ведет к нарастающему ухудшению ее качества, которое ино-
тда снижается процессами` самоочищения и обычно управляется
процессами дисперсии,

Представим двух потребителей воды одного и того же водонос-
ного горизонта. Загрязнение воды потребителем, расположен-
ным выше по течению, может вызвать экономические трудности

у потребителя Ниже по течению, если в процессе транспортирова-
ния загрязнение не будет уменьшено до приемлемого уровня.
Пусть, например, предприятию необходима вода с определен-
ными требованиями к качеству, которым может не соответствовать
уже загрязненная вода. Тогда оно должно вложить средства
в очистные устройства или получать воду издалека. Экономика
предприятия будет зависеть от загрязнения, влияющего как на
качество, так и количество потребляемой воды.

В общем можно сказать, что загрязнение — это постоянный
фактор деградации воды, который влияет как на ее качество, так
и на количество. Например, потребителя могут прежде всего ин-
тересовать характеристики качества воды (например, при ее ис-
пользовании для охлаждения), а не ее количество. Однако ка-
чество воды зависит от интенсивности загрязнения, которое явля-

ется функцией как переносимого количества загрязнения, так и
переносящего его количества Воды.

Таким образом, качество и количество воды взаимосвязаны и
экономическая оценка загрязнения воды, т. е. ее качества, тесно

связана с экономической оценкой самой воды. Изучение загряз-
нения является частью проблемы: управления водными ресурсами.

Загрязнение подземных вод — это фактор в задаче управления
подземными водами, которая в свою очередь сама является частью

проблемы управления водой. Таким образом, загрязнение под-
земных вод нельзя рассматривать в отрыве от других экономиче-.

ских аспектов воды.
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В предыдущих главах мы видели, что задачи загрязнения
имеют вполне удовлетворительные технические решения. Теперь
перед нами стоит вопрос: должны ли мы рассматривать загрязне-
ние как экономическую проблему? Так ли дорого бороться © за-
грязнением? Преодолимы ли финансовые трудности?

Чтобы ответить на эти вопросы сошлемся на пример, приведен-
ный Эмселлемом [78] для речных вод, но, конечно, тем более
справедливый для подземных вод. Можно оценить затраты на
предотвращение всех поступлений загрязнений в реки Франции
и обнаружить, что эта стоимость довольно небольшая. Человек
и его экономическая деятельность заменяется эквивалентным
жителем, «стоящим» трех жителей, так что во Франции оказы-
вается 150 миллионов таких «эквивалентных жителей». Средние
капитальные вложения на одного эквивалентного жителя состав-
ляют 30 долларов. Стоимость поддержания очистных станций
составляет около 6% в год от капитальных вложений. Капиталь-
ные вложения, таким образом, составят 150 млн х 30
= 4 500 млн. долларов.

В целях упрощения задачи программа может финансироваться
на долгосрочной основе. Учитывая проценты, которые должны
быть уплачены за десять лет, приведенная сумма должна быть
удвоена, Это дает 9000/10 - 0,06 х 4500 = 1170 млн. долларов.

Полученную величину следует сравнить с бюджетом страны,
который составляет 4000 млн. долларов. Обработка загрязнений
или их складирование не столь дороги, как думают!

Таким образом, проблема состоит не в том, что «загрязнение —
трагедия века», так как существуют как технологическое, так и
финансовое ее решения. Она относится к числу проблем развития
нашего общества и состоит в том, должны ли мы дать приоритет
проблемам загрязнения? Если ответ положительный, что само по
себе является достаточно хорошим решением, то можем ли мы
иметь надлежащие финансовые, административные и техниче-
ские средства для достижения поставленной цели, не пренебрегая
другими первоочередными задачами?

Реальная трудность проблемы — не загрязнение само по себе,
а политическое определение национальных целей: программы
изучения загрязнения должны быть включены в группу перво-
очередных задач, обсуждаемых на политическом уровне.

В этой главе приводятся основы комплексных (как техниче-
ских, так и экономических) исследований по управлению водными
ресурсами и описывается методика, которая используется для.
подготовки технических файлов, являющихся ядром исследова-
ний, а также практический экономический подход, который уже
успешно используется в решении проблем водных ресурсов.
Эта методика является обобщением методики, представленной
в главе 3, где она рассматривалась применительно только к зада-
чам загрязнения подземных вод, и кратко описывается математи-
ческий аппарат, который в ней используется. При экономическом
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рассмотрении специфические экономические модели подробно
не описываются — это не является целью настоящей книги и

должно быть предоставлено экономистам, — но мы даем инженеру,
гидрогеологу и физику некоторые простые практические приемы,
чтобы помочь им понять и направлять совместное изучение водных
ресурсов с учетом факторов загрязнения.

7.1. ТЕХНИЧЕСКАЯ МЕТОДИКА

Управление водными ресурсами имеет экологический и эконо-
мический аспекты. Качество воды может быть выражено количе-
ственно введением понятий: содержание загрязнений, диффузия,
дисперсия, конвекция и объединением их в иммитационных моде-
лях. Выведенные иммитационные модели обычно используются
для прогноза. Это, главным образом, математические модели.
Эти модели «количества—качества» занимают место между поле-
выми работами и экономическими и политическими решениями.
Они используются для определения и обработки параметров, оп-
ределенных в поле, а также для прогноза их изменения при

различных рабочих допущениях. Результаты моделирования 0б-
разуют отправные точки экономических моделей.

В методике четко определены необходимые операции, которые
должны быть выполнены от поля до прогнозных моделей с целью
оптимизации сбора и обработки полевых данных.

Методика резюмирована в блок-схеме рис. 7.1.1, которая
показывает логическую последовательность операций [841.

Операции начинаются с исследований в поле. Они дают два
потока информации: численных и нечисленных данных. Числен-
ные данные представлены гидрометеорологической, геофизической,
тидравлической и химической информацией; нечисленные — ин-
формацией о геологии, литологии и структуре.

Эти данные сортируются и используются для идентификации
систем. Система определяется ее структурой, параметрами ее
элементарных блоков и её поведением при возмущениях. Следует
отметить, что знание структуры и параметров дает возможность

определить поведение системы, так же как знание структуры

и поведения дает возможность определить параметры. Это
очень полезно, так как информация об этих трех характеристиках
может быть всегда получена. Отсюда появляется возможность
построения и проверки моделей по соответствию между моделью.
и информацией.

Как только модель построена, может оказаться необходимым
из-за недостатка информации вернуться к полевым исследованиям,
которые могут быть оптимизированы с помощью ЭВМ. Как
только модель выверена, она используется для прогноза поведе-

ния гидравлической системы при новых операциях и новых 0об-
стоятельствах. Конечно, прогноз должен проверяться, для чего.
должны быть созданы и оптимизированы с помощью ЭВМ средства
контроля.
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Рис. 7.1.1. Блок-схема общей методики.
УК — универсальный крайкинг; Ф — фильтрация: ФА — факторный анализ; О — обрао
Щение: ОМ 2е обратные методы; ОИ — оптимизация исследований; ОК — оптимизация
контроля; Т —- трассеры; Г —- геофизи 3



Таким образом, методика должна включать две части: 1) под-
тотовку и обработку информации, 2) построение и использование
моделей.

Различие между этими двумя аспектами фундаментальное, так
как построение и использование моделей должно включать сис-
тему контроля для локализации ошибок в имеющихся данных
и в принятой при моделировании структуре интерпретации.
В разделе 7.2 рассматриваются различные средства, используе-
мые при подготовке и обработке информации, а в разделе 7.3
описываются принятые модели.

7.2. ПОДГОТОВКА И ОБРАБОТКА ИНФОРМАЦИИ

Блок-схема включает четыре блока, которые абсолютно необ-
ходимы для обоснования и использования моделей: 1) идентифи-
кация системы; 9) сортировка численной информации; ) струк-
туризация вычисленной информации; 4) оптимизация систем ис-
следований и контроля. Далее приводнтся некоторая информация
о различных средствах, которые должны применяться в пределах
каждого блока.

7,2.1. Идентификация системы

Поведение системы при возмущении определяется двумя воз-
можными способами.

1. Система исследуется изнутри, чтобы определить ее строение
и измерить значения её характерных параметров. Затем наблю-
дением за поведением системы и рассмотрением физических зако-
нов, управляющих явлениями в системе, устанавливаются зави-
симости между этими параметрами. Строится модель, которая от-
ражает действительность настолько точно, насколько Ээто воз-
можно.

9. Исследователь не пытается понять физику системы. Он
рассматривает систему как черный ящик и измеряет отклик систе-
мы на заданное внешнее возмущение. Этот метод возрастающего
перекрытия, применение которого представляет собой анализ.
импульсных переходных характеристик или обращение. Он
состоит в оценке значения неизвестного переменного, которое най-
лучшим образом удовлетворяет дифференциальному уравнению
в частных производных во всей области, затем рассматривается
расчленение области на подобласти и для каждой подобласти
вычисляются средние значения, наилучшим образом удовлетворя-
люющие уравнению в частных производных. Процесс повторяется
путем расчленения подобластей. Основная идея этого метода за-
ключается в том, что исходные данные содержат ошибки, неодина-
ково распределенные в пространстве или времени; любое локаль-
ное изменение оценки параметра влечет за собой такое же изме-
нение параметров повсюду, что сглаживает грубые локальные
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ошибки и обеспечивает численную устойчивость. Этот метод был
применен к обратным задачам, таким как определение водопрово-
димостей по пьезометрическим данным [82], и к задачам обраще-
ния, таким как определение единичных гидрографов [811.

'Поведение системы. может быть определено количественно ти-
повыми кривыми по данным испытаний системы методом импульс-
ных переходных характеристик. Этот метод подробно рассматри-
вался в разделе 5.3.

7.2.2. Сортировка численной информации

Как только структура информации определена, она сортиру-
руется, для чего могут быть использованы различные методы,

Универсальный — крайгинг. Крайгинг — это метод - оценки,
введенный Ж. Матероном [187, 189, 190] * в приложениях
к горному делу. Метод дает наилучший возможный линейный
оператор `оценки блока с учетом всей имеющейся информации,
т. е, результатов испытания разнообразных отобранных проб
внутри, так и вне данного блока. Крайгинг приписывает вес каж-
дому испытанию образца; эти веса подсчитываются для того, чтобы
минимизнровать результирующие оценки отклонений в СОответ-
ствии с геометрическими характеристиками задачи (форма, раз-
меры, относительное положение блока и образцов). Интуитивно
малый вес должен быть приписан дальним образцам и наоборот,
за исключением сложных случаев.

Эффективный расчет оптимальных весов, присущих образ-
цам, базируется на определенных допущениях о структурных
особенностях изучаемого рудного тела, в основе которых лежит.
вариограмма случайной функции, реализацией которой является
набор точечных испытаний.

Такая случайная функция, названная Матероном простран-
ственной случайной переменной, является функцией пространства,
значения которой изменяются от одной точки к другой © некоторой
непрерывностью и изменчивость которой не может быть представ-
лена экстраполирующим математическим законом. Например,
реализацией такой пространственной переменной является ряд
глубин дна моря, полученных промером © корабля.

Экстремальный случай пространственной переменной имеет
место, когда ее значения, взятые в любых двух точках, являются
независимыми. Возможны все промежуточные структурные слу-
чаи вплоть до полной организации пространства.

'Наиболее важным инструментом для описания этих струк-
турных случаев является вариограмма. Возьмем х и х НА —
‚две точки пространства (одно-, дву- или трехмерного) и поставим
им в соответствие / (х), / (х -- й) — величины пространственной

Ж. Матерон. Основы прикладной геостатистики, М.у- Мир, 1968 —
Приж..ред.
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переменной /. Вариограмма, вернее
полувариограмма, является функ-
цией у (#), определяемой следующим.
образом:

7(

@. у

^

6 7где Ё (х) — математическое ожидание
величины х.

Принимая очевидную — гипотезу, у0)-й
т. е., что для любого вектора й при- 7
ращенне — / (хо + й) — / (х) — имеет —& уожидание и случайную составляю- У

2щую, которые не зависят от опорной

0Й
РЕ ИСй) —0р

точки хо, МЫ видим, что % не связана улаВЕЬ йс какимелибо особым положением Х, , [ УОРРАрд) _
а. связана с приращением — между —# И
двумя движущимися — точками х 7
х + А. Вариограмма помогает коли! —
чественно оценить, что происходит
в одной точке, по тому, что в сред-
нем п - 707ггроисходит на отрезке Л и наобо: олиея оее
рот. Она количественно ` определяет ^
понятие зоны ` влияния образца и — Рис. 7.2.1
строения тела в осноВном по поведе-
нию её около нуля и в бесконечности. ;

1. Непрерывность и регулярность в пространстве / выражается
поведением у () вблизи нуля. Грубо говоря, имеется четыре слу-
чая (рис. 7.2.1):

а) параболический тренд: у (й) дважды _ дифференцируема при
А = 0, / (х) тогда дифференцируема и весьма регулярна (в средне-
квадратичном *);

6) линейный тренд: у () непрерывна, но недифференцируема
при & = 0, / непрерывна (в среднеквадратичном), но недифферен-.
цируема и значительно менее регулярна;

в) эффект самородка: у (1) не стремится к нулю, когда й стре-
мится к нулю, / не является непрерывной даже в среднеквадра-
тичном;

г) [ () н [ (х + й) является независимыми для любых двух
определенных точек; это «белый шум» физиков.

2. Поведение у в бесконечности показывает связь между бло-
ками изучаемых систем: если вариограмма заканчивается гори-

* Случайная фупкция и (#) называется непрерывной в среднеквадратичном,ссли_ мы имеем Е ПУ (е й)— (О)яНек О и акО
В одномерном пространстве мы определяем случайную функцию У () как

производную в средиекоадратичном смысле от случайной фумкаии У ( если
ПУ @-- л) — У (9)/й — У (г))}*]- 0 при #- 0.

Имеются_подобные определения для и-мерных пространств при п> 1.
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7 7

Редел @ *
Рис. 7.2.2

зонтальной частью, начинающейся с предела а (рис. 7.2.2., @),
Ё () н [ (& + Л) не коррелируются для & 2> а; если вариограмма
заканчивается восходящей частью, то имеется пространственный
тренд (рис. 7.2.2, 6).

Конечно предел а будет зависеть от направления вектора /
и обнаружит направления преимущественного изменения в ПОЛе.
Обычно различное поведение вариограмм в различных направле-
ниях пространства указывает на анизотропню,

Матерон обобщил крайгинг в универсальный крайгинг, чтобы.
оценить тенденцию (иногда называемую трендом) пространствен-
ных переменных. Тренд функции / (х) есть её априорное ожида=
ние & 1/ () ).

В применении к гидрогеологии и загрязнению крайгинг пре-
жде всего дает планы величин, измеренных в дискретной системе
точек (например, если концентрации загрязнителей измеряются
в ряде точек в данное время #, то крайгинг дает непрерывное рас-
пределение концентраций в пространстве в момент времени &

‘райгинг, в отличие от метода простой интерполяции, дает струк-
туру явления в пространстве, оценку ‹«белого шума» и ее
ошибку, т. е. показывает, как надежна оценка во’всем про-
странстве. Далее отметим важность его для оптимизации сетей.
измерения и для оптимального определения — отсутствующих.
данных.

Фильтрация. Измерения реальных величин, которые содержат
информацию и шум, всегда сопровождаются эксперименталь-
ными ошибками. Экспериментальные данные должны быть про-
фильтрованы путем использования информации о сигнале (регу-
лярности, частоте, энергии) и о шуме (нулевые средние или оценка
стандартного отклонения шума).

Могут быть использованы крайгинг и стандартные стати-
стические методы. Данные обычно используются в моделя
должен быть — выполнен — анализ — чувствительности — моделей
к ошибкам, теоретический пример которого рассмотрен в гла-
ве 8.

Факторный анализ соотношений. Измерения данного явления
приводят к выделению отдельных индивидуумов (измеряемых
объектов), которые определяются рядом свойств (измерений):
например, ряд измерений уровней на данные даты (свойства)
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для группы пьезометров (индивидуумы), или ряд химических ана-
лизов (свойства) группы проб воды (индивидуумы).

Анализ соотношений представляет индивидуумы и их свой-
ства точками, а группы точек, объединенные в «облака», показы-
вают организацию системы. «Облака» и их дисперсия дает необ-
ходимые параметры и грубость интерпретации структуры при
данной обработке [93.

В задачах загрязнения форма такого анализа, называемая
факторным анализом устойчивости и эволюции, применяется для
того, чтобы ввести временную переменную [195 ). Она описывает
главные особенности развития процесса загрязнения без апри-
орных допущений относительно пространственно-временных соот-
ношений. Кроме того, она делает возможным сравнения теорети-
ческих и наблюдаемых пространственных эволюций процесса
со случайными местными флюктуациями.

Факторный анализ соотношений может быть использован для
„решения следующих вопросов.

1. Описательный анализ причин и следствий © помощью
определения главных осей Инерции «облаков» и минимального.
числа — переменных, — представляющих — систему © достаточ-

ным днапазоном изменений; это — фильтрация, которая сгла-
живает шум. Группируются индивидуумы с подобными профи-
лями, которые образуют группы — индивидуумов и группы
свойств.

2. Структурный анализ по эллипсам. Свойство фиксируется
для группы индивидуумов, их «облака» имеют оси инерции, кото-
рые проектируются на факторнальную плоскость и представля-
ются эллипсами. Эти эллипсы можно классифицировать, чтобы
усовершенствовать структуризацию данных.

3. Структурный анализ на основе факторного анализа соотно-
шений вариограмм. Когда несколько переменных измеряются
одновременно, важно определить сравнимые зоны и оценить,

какой измеренный фактор порождает вероятное отклонение.
В каждой зоне рассчитывается локальная вариограмма. Локаль-
ные вариограммы затем классифицируются на основе анализа
соотношений, что дает возможность выделить зоны, однородные
по строению. Конечно, такой процесс должен применяться с осто-
рожностью, хотя он сейчас автоматизирован.

Обращение. Измерение некоторой величины делается с по-
мощью экспериментальных средств. Если это средство измеряет
не точечные значения, а определяет и интегрирует все значения

около исследуемой точки, необходимо обработать результаты, чтобы
получить реальные величины в этой точке. Например, при иссле-
дованиях радиоактивности в водоносном горизонте [117] зонд`
не дает значений в точке, а интегрируют радиоактивность в грунте
около этой точки. Обычно можно допустить, что операция линейна
и является сверткой; пространственные свойства способа измере-
ния описываются некоторыми функциями / (х), действительные
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значения — функцией & (х) и наблюденные значения — $ (х), /
Е и $ удовлетворяют зависимости:

5(9 = |!с - де@д ай,

тде $ — пространство, в котором производятся измерения.
Задача тогда заключается в том, чтобы, зная / и 5, определить е,

пространственное распределение реальных величин; конечно,

сначала надо определить / как функцию способа измерения, назы-
ваемую импульсной переходной характеристикой системы ($
равно / если е есть 6 — функция Дирака). Задача решается ме-
тодом обращения, кратко описанным в разделе 5.4.2.

7.2.3. Структуризация нечисленной информации

В большинстве случаев информация является как численной,
так и нечисленной. Например, во время эксперимента по загря-
знению необходимы гидрогеологические параметры водоносного
горизонта, но так как их определения дороги, мы должны исполь-

зовать геологические и литологические описания грунтов, полу-

ченные из прямых полевых исследований.
Количественное представление этих данных невозможно, но

именно эти нечисленные данные дают верхний и нижний пределы.
параметров модели. Например, можно выделить классы грунтов,
для которых определены диапазоны изменения гидрогеологиче-
ских параметров и параметров загрязнения. Затем при хорошем.
опыте отнести к тому или иному классу и, таким образом, сокра-
тить диапазон оценки его параметров. Такой анализ приведен
в главе 3 с целью распространить результаты, полученные на
данной площади, на другие площади, пользуясь геологическими
аналогиями.

7.2.4. Оптимизация разведочных и режимных сетей

Оптимизация разведки. Полевые данные используются для
построения имитационных и прогнозных моделей и на каждом
этапе исследований задача состоит в том, чтобы определить,
достаточно ли имеющейся информации и достаточно ли она точна,
т. е. достаточно ли точных измерений, чтобы построить «вырази-
тельную» модель.

Например, рассмотрим пьезометрические измерения в Водо-
носном горизонте; оптимизация исследований характеристик во-
доносного горизонта (пьезометрические уровни) состоит в оценке.
минимального числа точек измерения (скважин), чтобы получить
данные сведения о характеристиках.

Оптимизация сначала достигается крайгингом, в основном сле-
дующим образом: первоначальная сеть точек измерения подверга-
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ется крайгингу и строится план отклонений оценки на площадях,
тде отклонения оценки больше, чем ожидаемые экспериментальные
ошибки, сеть пополняется новыми точками измерения и процесс
крайгинга повторяется. Таким образом, крайгинг автоматически
выделяет точки, которые максимально улучшают общее пред-
ставление, и сокращает число точек измерения.

Если состояние знаний уже довольно хорошее, обратные ме-
тоды и крайгинг могут быть использованы совместно. Например,
пьезометрические уровни используются, чтобы определить Водо-
проводимость водоносного горизонта решением обратных задач
методом возрастающего перекрытия (см. раздел 7.2.1). В процессе
идентификации в подобластях появляются невязки связанные
© ошибками интерпретации и эти невязки могут уменьшаться
или стабилизироваться во время итерационного процесса; если
они стабилизируются, это означает, что имеющаяся информация
не может дать большего и что:

— данные ошибочны;
— данные недостаточны по количеству;
— принципы интерпретации неверны.
Наложение планов идентификационных невязок и оценок от-

клонений показывает на площадях © высокими значениями иден-
тификационных невязок, что: 1) густота пьезометрических изме-
рений недостаточна и необходимо её увеличить путем бурения
новых скважин (большие отклонения); 2) пьезометрические из-
мерения ошибочны (большие отклонения и большая плотность
измерений); 3) гидрогеологические сведения о структуре непра-
вильны (небольшие отклонения).

Если и идентификационные невязки и отклонения невелики,
значит достигнуты оптимальные условия и работы прекращаются.

Оптимизация режимных наблюдений. Прогнозные — модели
должны подвергаться проверке в процессе работы; некоторые па-
раметры должны постоянно измеряться, чтобы удостовериться,
что прогноз хорош; но измерения дороги и желательно сокра-
тить их число (без слишком большой потери информации), сох-
раняя пока оптимальную сеть измерений, для того. чтобы можно.
было определить информацию, которая не измеряется,

Факторный анализ обеспечивает автоматическую классифика-
цию сравнимых групп измерений и в каждой группеделается только.
одно измерение, чтобы определить другие. Сокращение числа то-
чек измерения зависит от требуемой точности отсутствующих
данных.

7.3. МОДЕЛИ

Как видно из всех разделов этой книги, при обращении к мо-
делям загрязнения (или моделям качества, как их часто. называют)
требуется знать динамику потока подземных вод и прежде всего
скоростей. Иногда скорости определяются непосредственно (в слу-
чае изучения локального загрязнения), но в большинстве случаев,
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особенно при управлении загрязнением на больших площадях,
они должны вычисляться на моделях. Поэтому рассмотрим здесь
кратко различные типы возможных гидравлических моделей;
но поскольку модели могут быть «решены» без рассмотрения воп-
росов качества, они даны отдельно от моделей загрязнения.

7.3.1. Гидравлические модели

Гидравлические модели подразделяются на три категории:
потока подземных вод, поверхностного потока и потока в ненасы-

щенной зоне. Для загрязнения подземных вод наиболее важны
модели потока подземных вод, использование которых мы детально
рассмотрим в главе 9 и дадим их основные характеристики в при-
ложении П. Но поверхностный поток и поток в ненасыщенной
зоне определяют граничные условия фильтрационной модели и
модели загрязнения подземных вод.

Модели подземных вод. Рассмотрим некоторый кубический
элемент водоносного горизонта. Горизонтальный поток воды,
проходя через вертикальные поверхности этого элемента, поступает:
из соседних элементов или в соседние элементы. Эти потоки
положительны или отрицательны в зависимости от направления
движения. Вертикальный поток воды проходит через горизонталь-
ные поверхности элемента из верхнего и нижнего элементов.

Такой поток называется фильтрационным.
Алгебраическая сумма этих потоков называется транзитным

потоком. Кроме того, питание из независимых источников, таких
как осадки, реки или откачки из скважин, обусловливает поток.
воды, называемый притоком *, и который принимается положи-
тельным, если вода поступает в блок, и отрицательным, если она
забирается из блока. В течение некоторого времени блок либо
получает, либо теряет некоторое количество воды. Алгебраиче-
ская сумма этих количеств называется скоростью пополнения
запасов. Основное соотношение для моделирования подземных /
вод имеет вид:

скорость пополнения запасов

і
;
1

‘ранзитный поток -- приток.
(7.3.1)

Транзитный поток выражается через проводимости и пьезо-
метрические уровни самого блока и соседних с ним, приток выра-
жается через дебиты откачек или расходы при наливе, испарение
и инфильтрацию; изменения накопленной в блоке воды связыва-
ются с изменениями уровней через коэффициент водоотдачи. Из-

” В оригинаде два понятия обозначены соответственио терминами «!гаперог
Пих» н «гапя!‹ Пих» (буквально: «транспортный поток» и «транзитный поток»).
Это находится в противоречии с терминологией, использующейся в разделё
9.5.1, где вода, перетекающая из блока (эзлемента) в блок (элемент), называется
«Капзй макег» («транзитная вода»), а вода, поступающая в блок (элемент). и
скважины и За счет инфильтрации, называется — «кгап!ег чуайег» («привно-
симая _вода»), — Прим. ред.
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менения накопленной воды характеризуются изменениями пьезо-
метрических уровней во времени. Для бесконечно малого блока
(7.3.1) приводит к классическому уравнению фильтрации:

@у ( каа No) = 52 -- @, (7.3.2)

тде й — напор (пьезометрический), $ — коэффициент водоотдачи,
Т — проводимость, @ — интенсивность притока (см. раздел 5.1).

Область применения модели выбирается возможно ббльшей,
чтобы уменьшить влияние ошибок в граничных условиях на ис-
следуемые площади.

Конечно, (7.3.2) является моделью количества, на что указы-
вает использование понятия проводимости. Это региональная
модель, и скорости, которые могут быть определены на ней,
являются средними рагиональными скоростями. Чтобы модели-
ровать условия локального потока, необходимо уточнение модели
и’введение в нее понятия проницаемости на основе закона Дарси
и уравнения неразрывности. Так или иначе, в локальном масштабе.
всегда лучше (если это возможно) измерять скорости эксперимен-
тально.

Модели поверхностных вод. Для управления водными ре-
сурсами моделируются два типа задач.

1. Прогноз паводков, что представляет собой проблему без-
опасности; имеется несколько хорошо известных методик, которые
базируются на методе импульсных переходных характеристик
и свертки. Чтобы определить количество воды, достигающей рек,
данные плювиометрии свертываются с некоторой передаточной
функцией водосбора.

2. Взаимосвязь подземных и поверхностных вод. Загрязнение
подземных вод непосредственно зависит от этой взаимосвязи.
`Например, загрязнение от санитарных полей фильтрации опреде-
ляется плювиометрией, скоростью инфильтрации, а также поверх-
ностным стоком. Последний может не только разбавлять загряз-
нители, но и расширять зону поверхностного загрязнения, из-
меняя граничные условия потока загрязнения в подземных водах.
`Необходимо ввести модели, объединяющие потоки ‘подземных
и склоновых вод. Для этого используется классическая модель.
фильтрации (определяемая, например, уравнением (7.3.2.)). Си-
стема склоновых вод определяет граничные условия модели под-
земных вод.

Входом поверхностной системы являются атмосферные осадки.
Он свертывается с передаточными функциями поверхностной
системы для получения входа модели подземных вод. Последний
переносится на подземные блоки с помощью классических урав-
нений взаимосвязи между блоками модели.

Поток в ненасыщенной зоне. В отношении загрязнения нена-
сыщенная зона очень важна, так как большинство химических
реакций, таких как биодеградация и самоочищение, происходят
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в период, когда поверхностные воды проходят через нее. Но за-
кономерности движения загрязнения и особенно его дисперсии
при этом неизвестны. Проведенные лабораторные исследования
основаны на физических моделях. Удовлетворительной математи-
ческой модели не существует. Обычно делается очень осторожное.
допущение, что ненасыщенная зона не влияет на концентрацию
загрязнения, а только задерживает поток загрязнителя. Запазды-
вание рассчитывается по закону Дарси для гравитационного
потока с коэффициентом вертикальной проницаемости без диспер-
сии.

Что касается водных ресурсов, Эмселлем [76] отметил два яв-
ления, связанных с поведением ненасыщенной зоны: эксплуати-
руемые глубокие водоносные горизонты дренируют вышележащие.
торизонты и ненасыщенную зону. Влажность этой зоны умень-
шается из-за понижения уровней грунтовых вод, а это означает,
что уменьшается её проницаемость. Инфильтрация становится
тогда более затрудненной и питание также сокращается, что уве-
личивает скорость снижения уровней грунтовых вод. Водоотбор
из глубоких горизонтов может привести к исчезновению болот
и поверхностных водотоков, к сокращению питания реки из
водоносного горизонта и осушению ее верховьев. Другое явление
состоит в том, что вести сельское хозяйство становится все труднее,
так как корни растений не достигают воды, и парадокс заключа-
ется в том, что часть этой откачанной подземной воды должна вос-
полняться путем ирригации.

7.3,2. Модели загрязнения

В управлении водными ресурсами используются два типа мо-
делей загрязнения: модели загрязнения подземных вод и модели
загрязнения поверхностных вод. Модели загрязнения подземных
вод детально рассматриваются в других главах книги. В связи
с управлением необходимо подчеркнуть одну особенность: эти
модели получены по результатам лабораторных исследований
механизма дисперсии, тогда как этот механизм должен устанав-
ливаться полевыми методами исследований.

Благодаря взаимосвязи между поверхностными водотоками и
водоносными горизонтами загрязнение этих водотоков может вы-
зывать загрязнение водоносного горизонта и наоборот.

Поверхностный водоток определяет граничные условия филь-
трационной модели и модели загрязнения подземных вод, которые.
задаются соответственно пьезометрическим напором и концентра-
цией загрязнителя. Условия по концентрации представляют со-
бой выход моделей загрязнения поверхностных водотоков. К пос-
ледним относятся модели: дисперсии, самоочищения и импульс-
ных переходных характеристик,

1. Модели дисперсии имеют такие же характеристики, что
и модели дисперсии в подземных водах. Коэффициенты дисперсии
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здесь выводятся из представлений о турбулентности. Такие мо-
дели пригодны только для Консервативного загрязнителя. Для
учета окисления, биологических и физико-химических явлений,
уменьшающих загрязнение водотоков, применяются модели са-
моочищения.

2. Классическая модель самоочищения, используемая Во Мно-.
тих научных работах, базируется на уравнениях Стритера—
Фелпса.

Обозначая через Ь биологическую потребность в кислороде
(в мг/л) и через @ дефицит растворенного кислорода (в мг/л),
положим:

® = —к — Ко— Ки, (7.3.3)

тде К, — норма восстановления за сутки и К, — норма окисления
за сутки и / — время, сут. Интегрирование (7.3.3) дает следующие
выражения для 4и 6 как функций времени:

ь = ыб, и а = К, (С, — С.) + фбь, (7.3.4)
тде Во и 4 — соответственно значения В и & при # = 0, С, =
= ехр (-Кид), С, = ехр (—Ка),К = Ки(К; — К).

Уравнение (7.3.4) описывает самоочищение в водотоке. Если
скорость воды постоянная, время # пропорционально пройденному
пути. Тогда выражение (7.3.4) может быть записано для. новой.
переменной, которая представляет собой криволинейную. абсцисеу
точки в водотоке. Скорость воды зависит от расхода потока, так
же как К; кроме того, К, и К, являются функциями температуры.
потока. Это вынуждает некоторых авторов разделять водоток на
секции длиной порядка нескольких кКилометров, где скорость
потока и температура могут быть приняты постоянными.

3. Так как модели дисперсии теряют свой смысл для сравни-
тельно больших расстояний, вводится методика импульсных пе-
реходных характеристик [135]: на контрольной станции обнару-
живается волна загрязнения; местонахождение источника загря-
знения может быть установлено, если существует план, характе-
ризующий суммарные объемы загрязнения, сбрасываемые извест-
ными источниками вдоль водотока.

Предварительное экспериментальное определение передаточ-
ной функции реки позволяет установить местоположение источ-
ников`загрязнения путем обращения зарегистрированной волны
загрязнения и сравнения результатов с планом возможных. объе-
мов загрязнения,

7.4. ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ ТЕОРИИ УПРАВЛЕНИЯ

Значительная работа в данном направлении была проделана
Эмселлемом [77—&0], который смог по-новому осветить некоторые,
казавшиеся простыми, вопросы.
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7.4.1. Место управления загрязнениями в общей проблеме:
‘управления водными ресурсами

Ранее вопросы загрязнения вод рассматривались отдельно от
других экономических аснектов использования водных ресур-

сов, и основная идея сводилась к следующему: загрязнитель рас-

плачивался за ее загрязнение, а потребитель воды платил за ее
использование. Сумма указанных платежей шла на развитие
водного хозяйства и борьбу с загрязнением. Размер платежей
‘устанавливался по договоренности с учетом уровня рыночных цен.

В 1964 г. во Франции были организованы шесть бассейновых
агентств, в ведение которых стали входить вопросы планирова-

ния использования водных ресурсов и борьба с их загрязнением.
В совет агентства входят представители местных органов управ-
ления, государственные служащие и представители различных

секторов экономики. Как видно из рис. 7.4.1, в 1970 г. сумма выше-
упомянутых платежей составила всего лишь одну четвертую
часть от средств, необходимых на ликвидацию существовавшего
вто время загрязнения. Причем, если бы темпы роста этих платежей
оставались на неизменном уровне, данный разрыв со временем
продолжал бы увеличиваться. Поэтому с целью постепенного
сокращения образовавшегося разрыва агентство должно было
изменить существовавший ранее порядок платежей (рис. 7.4.2).

Сущность проблемы (рис. 7.4.1 и 7.4.9) заключается в том,
что в силу политических и финансовых условий того времени как
в пределах отдельных областей, так и в масштабах всей страны
борьба с загрязнением не являлась задачей первостепенной важ-
ности. Когда устанавливался размер платежей, финансовые воз-
можности деловых кругов и хозяйственная деятельность, при ко-
торой используется или загрязняется вода, находились на таком
‘уровне, что первые поступления от платежей оказались недоста-
точными для существенного уменышения уровня загрязнения.

Другие отрасли экономики воспользовались некоторыми финан-
совыми возможностями этих деловых кругов и производства.

Это означает, что в условиях того времени загрязнение подземных
вод еще не выделялось в обособленную проблему, требующую
индивидуального подхода. Конечно, вначале многие последствия
проектов, связанных с процессами загрязнения, и их взаимосвязь

с другими объектами не были известны. Действительно, многие
эффекты в экономике воды не всегда и с достаточной очевидностью
взаимосвязаны. Для иллюстрации этого факта рассмотрим пло-
тину гидроэлектростанции. Поскольку все электрические распре-
делительные сети взаимосвязаны, ясно, что эта плотина имеет

общенациональное значение. Теперь рассмотрим плотину, которая
предохраняет от наводнений или служит для орошения сельско-
хозяйственных земель: ее влияние локальное. Но было бы непра-
вильно вкладывать капиталы в ее сооружение, принимая во Вни-

мание только эти локальные эффекты.
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Рис. 7.4.1. Сравнение создаваемого и ликондируемого загрязнения по данным
современкого планирования .

1 — создаваемое _ загрязнен
даваемое загрязнение _ при`
(70 000° т/год); — 3 — Яико

при._Современном темпе роста (135 0%0 т/году; 2 — соз-
смпах роста, учитывающих технологический. прогресё

усмос ” аагрязиенне “ при современном темп: роста
ма, т).

од /›(35 000 ч/год); 4 — критическая ситуация: остаточные загрязнения в 1970 г (1,5
& — остоточное загрязнение в 2000 г. (2,6 ман. т/год)
Рис. 7.4.2, Планируемое уменьшение уровия загрязнения в водосборном бас-
сейне к 2000 г. (до 80%).

ооа лн8 — оелонное затряваение оО
В хозяйстве страны увеличение степени общественной безопас-

ности или возрастание сель: кохозяйственного производства могут
вызывать целый ряд финансовых последствий, хотя это неоче-
Видно,

"Таким образом, управление процессами загрязнения подзем-
ных вод следует рассматривать в качестве составной части более
широкой проблемы управления водными ресурсами, которая сама
по себе не может быть отделена от других политических целей.
Применяемая методика управления водными ресурсами должна
в свою очередь учитывать всю имеющуюся информацию относи-
тельно управления процессами загрязнения.

сние›квидирусмое — загри

7.4.2. Элементы управления водными ргсурсами

Основные методики. Управление водными ресурсами вклю-
чает прежде всего проблему выборов.

1. Выбор приоритетов. Когда ощущается нехватка воды, дол-
жна быть составлена классификация различных групп потреби-
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телей и их производственной деятельности по приоритетам. Сле-
дует подчеркнуть, что наличие источника воды само по себе еще:
не определяет развитие производственной активности: вода явля-
ется лимитирующим, а не определяющим фактором развития,
по крайней ‚мере в промышленно развитых странах.

2. Выбор источника финансирования. В начале этой гла-
вы уже было сказано, что стоимость снижения уровня загряз-
нення находится в пределах финансовых возможностей страны.
Проблема состоит в том, чтобы решить, кто готов платить.

Задачу можно схематизировать, рассматривая страну как
черный ящик, охватывающий различные группы населения и их
производственную деятельность, и поставив политическую про-
грамму развития в соответствие с классификацией объектов.

Например, группа А расходует 5, группа В — 9, группа С —
2 и группа О — 13 условных единиц, `Спустя некоторое время
благодаря естественному механизму экономики А, В, Си О
соответственно получают 6, 11, 4, 10. С — в выгоде, А и В
остались почти на том же уровне, а ) понесла урон. Это означает,
что общее руководство страны поощряло развитие С, возможно,
потому, что это развитие соответствует общим интересам страны.
Эта проблема передачи прав на пользование водой, которая
представляет собой политическое стремление развивать С и сдер-
живать развитне , ведет к вопросу: действительно ли эта система.
передачи прав и увеличенный налог на производственную дея-
тельность и на группы потребителей совместимы с такой полити»
кой. Если нет, то надо решить, как изменить экономический,
люридический и финансовый инструменты; если да, то необходимо
предсказать возникающие трудности, как, например, взаимоот-
ношения с .

"Таким образом, основы методики управления водными ресур-
сами состоят в следующем: существует несколько политических
программ, преследующих осуществление определенных целей
путем последовательно принимаемых решений, зависящих от
различных возможных капиталовложений. Необходимо исследо-
вать, осуществимы ли эти решения и позволяют ли имеющиеся
средства реализовать их при соответствующих финансовых, со-
циологических, технических и юридических — возможностях и
как эти решения должны быть скорректированы. Тогда анализ
последовательностей н средств, характеризующих каждую систему
решений, порождает набор искусственных файлов, которые при
сравнении друг с другом помогают тем, кто принимает решение,
претворяет их в жизнь и несет ответственность за правильный
выбор.

Следует подчеркнуть, что на этой стадии никогда не стоит
первым вопрос о том, как оптимизировать капиталовложения
в проекте развития водного хозяйства. Хорошо поставленная
задача всегда подразумевает выбор между несколькими вариан-
тами решений; не экономика водосборного бассейна развивается
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ради лучшего использования воды, а вода должна быть исполь-
зована наилучшим образом при данных предположениях о раз-
витии района.

Элементы планирования. Всю территорию страны следует
разбить на однородные в водохозяйственном отношении системы
(например, водосборные бассейны). Конечно, каждая из таких
систем не должна иметь слишком малые размеры. Одна система
при моделировании в региональном масштабе будет разбиваться
на блоки, однородные в водохозяйственном, экономическом и ад-
министративном отношении. Связь между этими блоками будет
осуществляться через гидравлические модели и модели загряз-
нения. Эти модели воспроизводят качественные и количественные
потоки и устанавливают соотношения между потребителями, рас-
полагающимися выше и ниже по потоку. На образованной сетке
проектируется хозяйственная деятельность на различные моменты
времени (например, на 1980 и 2000 гг).

После этого производится оценка нотребностей района в воде
на прогнозный период времени, для чего используются экономи-
ческие показатели отдельных потребителей. Таким образом, ти-
пизация потребителей, выраженная в потребностях по количеству
и качеству, проводится на основе реальных данных, собранных
в выбранной географической системе. Спецификация потребителей,
объединенная с прогнозами уровней деятельности на группу, дает
оценку потребности в воде группы и блока сетки. Получается
модель циркуляции количественных и качественных потоков,
которая является прогнозной моделью,

'Необходимо провести сопоставление потребностей и ресурсов.
Таким образом, проводится типизация существующих, планиру-
емых и возможных водохозяйственных работ для определения их.
влияния на гидравлические функции прогнозной модели. Они
должны включаться в имитационную модель водохозяйственной
системы.

Наконец, проект должен финансироваться. Прежде всего,
конечно, необходимо иметь уверенность, что проект может быть
полностью реализован. После этого должны быть исследованы все
необходимые правовые процедуры, в соответствии с которыми
платежи распределяются между источниками финансирования.
Путем сравнения передачи прав с целями принятых решений
оценивается необходимость внесения в них каких-либо изменений.
Такой образ действий отражен в составленной Эмселемом блок-
схеме (рис. 7.4.3).

1. Альтернативные — политические параметры. Они уста-
навливаются политическими деятелями, обязанность которых
иметь общий взгляд на состояние дел района и его будущее, знать
цели н средства его развития. Эти параметры включают соци-
ально-экономические предпосылки развития, политику разви-
тия и финансовые возможности. Политические деятели должны
принять на себя ответственность за соответствие между этими
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параметрами и приведенной системой трех политических пара-
метров. Конечно, имеется много возможных решений.

2. Инструменты, представленные моделями и типизациями.
В их число входят: модель занятости (предполагаемое развитие,
выраженное в терминах занятости для определенной группы),
прогнозная модель (предполагаемое развитие водного хозяйства
с целью удовлетворения известных потребностей) и модель стои-
мостного распределения (учитывающая возможные изменения
в стоимости отдельных проектов и распределение финансирова-
ния между отдельными потребителями). Кроме того, могут быть
выделены два вида типизаций: типизация потребителей и типиза-
ция работ по развитию водного хозяйства.

З. Технические данные и результаты. Это воднохозяйственные
решения для данной системы политических параметров.

Конечно, такой подход может привести к бесконечному числу
решений, например за счет изменения объемов воднохозяйствен-
ных работ. Тогда, чтобы оптимизировать проект водохозяйствен-
ного развития при каждом политическом решении, должны быть
использованы системы технических параметров, что позволит
выбрать приемлемый вариант.

7.4.3. Основные принципы управления водными ресурсами

В заключение этой главы мы предлагаем основные принципы
подхода к управлению водными ресурсами на основе альтернатив-
ных выборов по Эмселему как образ мышления для экономиста
водного хозяйства, инженера и исследователя. Конечно, это не.
единственный возможный подход, но он дает результаты, которые
могут быть прямо применимы в управлении загрязнением под-
земных вод. Такой подход может служить очень хорошим рабочим.
инструментом.

Отказ от анализа — стоимости — прибыли (АСП). АСП_ инте-
ресен тем, что вводит унифицированную целевую функцию, кото-
рая может анализироваться на ЭВМ. Но он имеет следующие
недостатки.

1. Трудно определить и получить путем моделирования такие
результаты, которые впоследствии не учитываются: например,
налог на промышленность вызывает повышение цен на продукцию,
влияет на экспорт и уровень деловой активности.

2. В целях упрощения некоторые аспекты проблемы могут
опускаться: например, может рассматриваться только загрязне-
ние, а мы уже видели, что такой подход ошибочен.

3. Время — очень важный фактор, так как оно значительно.
влияет на цену денег, а следовательно, и на преимущества ин-
вестиционных займов.

4. В целевой функции не рассматриваются ни стресс, ни измен-.
чивость производства. Стресс может быть снят, когда изменчи-
вость производства не достигает своего максимума.
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Эти трудности преодолимы, но АСП дает показатель, который
представляет собой денежную оценку различных элементов и
принимает во внимание только рыночные параметры. Конечно,
можно было бы дать оценку идеям или нечисленным параметрам,
таким как политика, окружающая среда или условия Жизни, но
это — нелегкая задача.

Более того, целью этого анализа является оптимальное ис-
пользование воды, которая рассматривается как единственный
конструктивный фактор роста. Это справедливо для засушливых
зон, но часто неправильно для индустриально развитых стран,
так как в большинстве случаев для индивидуальных потреби-
телей воды это ограничивающий фактор производства, а для
групп потребителей вода может использоваться повторно или
может быть чем-то заменена,

Наконец, целевая функция должна предоставлять предпочте-
ние коллективам, которое отдается лишь хорошо выраженным
коллективам с одним фактором, влияющим на принятие решения.
Однако, когда число тех, кто принимает решение, увеличивается
и когда индивидуальные интересы расходятся, тогда установить
единственную оптимальную целевую функцию очень трудно и
нереально. Существует много оптимальных, но совершенно не-
‘осуществимых решений.

Принципы. Обычно иместся не один объект и решение при-
нимается не единолично. Метод не должен оптимизировать благо-
получие, прибыль или какой-либо другой критерий только для.
одной группы потребителей или хозяйственной деятельности,
Чего следовало бы попытаться достигнуть, так это сбалансирован-
ного развития различных групп потребителей и видов хозяйствен-
ной деятельности в соответствии с законами, действием экономи-
ческих механизмов и традициями.

Хотя вода и распределяется между потребителями, она должна.
рассматриваться как общественная собственность: потребители
взаимосвязаны и моделирование должно проводиться в пределах.
теографической единицы, выделенной с учетом этой взаимосвя-
занности. Водосборный бассейн, например, может рассматри-
ваться как подходящая географическая единица для региональных.
исследований.

Вода характеризуется рядом неупорядоченных географиче-
ских, механических, физико-химических показателей. _ Модель
должна учитывать различные законы, которые управляют этими
количественными и качественными — показателями. — Действи-
тельно, не должно делаться никакого различия между количе-
ством и качеством, так как в большинстве случаев потребности
в воде зависят от обоих факторов, рассматриваемых — сов-
местно.

Экономическая роль воды зависит от климата: в аридных
зонах, например, программы развития могут базироваться на
оптимальном регулировании цен на водные ресурсы на националь-
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ном уровне; в странах с умеренным климатом будущие потреб-
ности в воде зависят от региональных программ развития.

Но индустриальные страны уже стали осознавать значение
экологических проблем. Вода может стать лимитирующим факто-
ром развития. Борьба с загрязнением обычно заменяет одну про-
блему загрязнения другой, но так как экономический рост вы-
зывает это загрязнение, то критерии роста должны быть дополнены
экологическими критериями.

Вследствие загрязнения многие промышленные страны за-
являют, что воды недостаточно, даже если они имеют её в огромных
количествах, но, конечно, загрязненной. Такой специфический
тип недостатка воды необходимо подчеркнуть особо, чтобы пред-
отвратить серьезные ошибки,

Целью развития могла бы быть не только оптимизация эконо-
мического роста, но и оптимизация естественных ресурсов.

Многочисленные — водохозяйственные — плановые — решения
соответствуют данной теории социально-экономического развития
водосборного бассейна. Метод состонт в том, чтобы помочь сделать
политический выбор решения путем сравнения специально раз-
работанных файлов. Каждый файл разрабатывается только для
одного политического выбора развития системы групп потребите-
лей воды и хозяйственной деятельности в выделенных географи-
ческих единицах. Это определяет потребности в воде, которые
удовлетворяются системой водохозяйственных работ, Эта система
выражает цели развития в водохозяйственных терминах. Водо-
хозяйственные работы затем получают финансирование, а их
стоимость распределяется между плательщиками согласно зако-
нам передачи прав. Е

На этом файл заканчивается. Он заключается в сравнении
потребностей и ресурсов с учетом влияния загрязнения, распре-
деления налогов и общей стоимости; он определяет невыражаемые
количественно преимущества, такие как социально-экономическое
развитие, охрана окружающей среды и общая безопасность, Его
можно сравнить с другими файлами на основе целей, необходимых
средств и последствий. Ничто не оптимизируется как единствен-
ный фактор принятия решения. Экономисты и инженеры не за-
меняют политиков, которые делают окончательный выбор, срав-
нивая файлы альтернативных решений.

7 Ж. Фрид



ГЛАВА 8

ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ДИСПЕРСИИ.
ТЕОРИЯ ТОЧЕЧНОГО РАЗБАВЛЕНИЯ

Излагаемая в этой главе теория является одним из возможных
путей решения проблемы изучения и моделирования загрязнения
подземных вод, а также определения коэффициентов дисперсии.
Эта теория основывается на рассмотрении односкважинного ме-
тода и отыскания локальных коэффициентов, когда делается
попытка сокращения числа точек измерения. Она показывает
возможность расчета коэффициентов операторов диффузии путем.
постановки серни экспериментов в одной точке среды и обеспечи-
вает точными формулами для их определения.

'Теория основана на следующих принципах: задается началь-
ное распределение концентрации в окрестибстях точки измерения:
и проводятся наблюдения в ней за изменением концентрации
во времени. По этой концентрации проводится осреднение, взве-
шенное некоторым образом (в смысле, данном в этой главе), и снова
начинается эксперимент, но уже с начальными условиями, более.
локализованными в окрестности точки измерения. Предел взве-
шенного осреднения при более локализованных начальных усло-
виях дает коэффициенты дисперсии.

Изучаются последовательно три случая: изотропный оператор
дисперсии с постоянными коэффициентами; изотропный оператор
дисперсии с изменяющимися коэффициентами; и, наконец, анизо-
тропный оператор дисперсии © изменяющими — коэффициен-
тами.

Конечно, учитывается изменение коэффициентов в простран-
стве, но не во времени. Эта глава завершается изучением устой-
чивости решений задач дисперсии по отношению к коэффициентам
дисперсии, т. е. изучением поведения разности действительного!
и теоретического решения, рассчитанного с коэффициентом дис-
персии, полученным на основе рассматриваемой теории.

.

‘\

1. ВВОДНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Эти определения приводятся по Антербергеру 1266, 267/.
Пусть Х — векторное пространство размерности л над & и (8) —
его дуальность, | х|* и х являются соответственно квадратичной
формой и мерой Лебега по х, | ® и && — соответственно формой
и мерой по &. В этой главе мы ограничиваемся рассмотрени‹
случая, когда Х == К и & = К". К" имеет каноническую струк-
туру Гильбертова пространства.
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Определение 1. Пусть 5 является действительным чис-
лом; Н®(Х) — пространство распределений Т © 6' (Х) таких,

что изображение по Фурье функции Т удовлетворяет условию:

і‹хй'гкзіяш'|%‹ь›\чь<+‹›‹›.
Это пространство задается топологией, определяемой нормой:

17 =10 -- |ЕРу27 © В,
и называется пространством Соболева порядка 5.

Определение 2. Пусть лз является действительным чис-
лом; (Хх & т) — пространство функций а над Хх® с комплекс-
ными значениями и принадлежит С® так, что:

\р, а©Е М, УМЕМ, 9С > 0;

(1+-1х )' | о4а (х, ) < ©(1 + 1Ер
тде

в =(Фьг+-н р а = ооа % = (а )(а

а- (2)()” л)
Определение 3. Если а © (Хх &, т), то Ор (а) —

является оператором, определяемым по $ (Х) формулой:

(Ор (а) (н)) () = ![д ( Эй (0 е*бае.

Фу "Н *** -Е л

Определение 4. 1) Е (8, м) является `пространством
функций 6, С® на ® с комплексными значениями, при которых:

уаЕМ"аС>>0: |д{ь(®)| < С (1 -- | )— 1,

2) $” является суммой & (Хх®, т) и © Ё, т), тождественной
функциональному пространству на Хх8.

Определение 5. Мы называем оператором порядка </г
некоторый линейный оператор А: & (Х) -> &' (Х), который может
быть распространен на все 5 в качестве непрерывного оператора
от Н° (@) до Н° " (х); оператором порядка < л: для `всех действи-
тельных л: называют оператор порядка — со.

8.2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ КОЭФФИЦИЕНТОВ ДИФФУЗИИ
ИЗОТРОПНОГО ОПЕРАТОРА ДИФФУЗИИ
С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Излагаемая ниже общая теория, безусловно, применима к опе-
ратору с постоянными коэффициентами. Но результаты общей
теории выводятся здесь для случая оператора © ПОстоянными
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коэффициентами прямыми методами только на основе класси-
ческих положений математической физики в объеме, соответству-
ющем большинству учебных курсов для физиков.

Уравнение изотропной дисперсии с постоянными коэффицнен-
тами имеет вид:

Е

кас- У в а-б = др
&

где л — мерность пространства, В, — компоненты средней ско-
рости потока. Коэффициент у имеет разное физическое истолкова-
ние, например, минус у — величина, обратная среднему времени
распада радноактивного индикатора.

{Лемма. Пусть с; является модулированным по х решением
задачи Коши:

КАС = % с (х, 0) = ехр [——лт (х — х (8.2.1)

тде # и К — действительные и сугубо положительные величины,
хо принадлежит &". Пусть 5 является действительным числом,
заключенным строго между —1/2 и 0. Тогда для всех т справед-
лива следующая зависимость:

* [ 7букь д = 29 НЕВЕЫ к, &.2.2)
0

Доказательство. Для упрощения положим х = 0,
общий случай немедленно устанавливается перемещением о.

Пусть @ -

Принимая к системе (8.2.1) преобразование Фурье по х

—4мрКе= , в(& 0) =т-п ехр (—лЁг),

получим:

в;(& ) = т ехр [ (4пК! -- %) #):

Путем обратного преобразования Фурье:

с; (, ) = МлКит -- 1)- "^
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Подставляя это значение обратно в интеграл (8.2.2) и проводя
следующие изменения переменных о = 4лК& и о = 1/(а + 1),
получим:

т° [ ее(0, оаа [ апКа -) =
б 6

= | л* К’о- *а -- 1)7"? о =
6

у

=29 к ( — онн

5

= 9а КВ (— о-) = 29а РЕННЕ К, ч т д

Теорема. Пусть с; является модулированным по х реше=
нием задачи Коши:

кас— У)Вд/С + уС = 9 ск(х, 0) =ехр| лт( — х
(8.2.3)

тде т, К, В, у — действительные величины; т и К — сугубо поло-
жительные величины, хо принадлежит &". Пусть 5— действитель-
ная величина, заключенная строго между —//2 и 0. Тогда для
всех / < —} справедлива следующая зависимость:

о -‘! сеМС,(хо ) @ = Эд Ц%;:’&’ К*. (8.2.4)

Доказательство ([101], стр. 47). Положим хо == 0.
Пусть

Ъ аб @х = (' й.. йх”.
а

Применяя к системе (8.2.3) преобразование Фурье по х

—чиеВКо — 2нфы -нр = , в(& 0) = т ехр (—аЁ),

получим:

её.@ ) = т-"2ехр (—п ) ехр (—4аК — 21а ('
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Используя обратное преобразование Фурье

с:( 0 = @л Ко-п?ет||ехр [ (х — п) х
ы

хехр [ й(ч — 61)’] Ч
е.(0, ) = 4л‚Кд-п2е [ ехр (— л) х

ы

х ехр Г—Ё(п —61)'] Ч.

Принимая

в= л—
ак (=+тг)

имеем:

‚-п/2 В° вс; (0, ) = (4лКр-"2е”! ехр (— ) ехр| — ———— —- | Х; ® 16к° (яе-+чжу)
х ]ен [(-=+-) #)

или

е;(0, ) — 4н К, -- 1)-н? е ехр (— Ё5) ехр (...К+"‘+... )
Заменяя с: (0, ) его значением в интеграле (8.2.4) и полагая

@ = й, получим: 
] Щ

ы 
а оаИ

[ о-—‘анко + у-ч2 хр [ его (— ке )х Цй 
*

# 
:жехр [ текеаю--чку ] *°- с

Обозначим / (0, т) как подынтегральную функцию и возьмем т
больше 1. Функция / (0, т) является ограниченной независимо

от т интегральной функцией 0°”! (4х КО + 1)"*® ехр_ (ВУ/16К?)
так, что, когда т стремится к бесконечности, функция Ё (, )
стремится к 0`*! (4л.К0 + 1)""°. Согласно теореме мажориро-
ванной сходимости Лебега и приведенной выше лемме:

| /( т) 49 — 22г (—5) Г( -- л/?) КУ/Г (г/2), ч. т. д.
6

Начальное условие с; (х, 0) = ехр [—-лт (х — )) исполь-
зуется для упрощения интеграла (8.2.4). Результаты могут быть

198



распространены на функции & в В, неограниченно непрерывно
лифференцируемые н быстро убывающие, по следующим выра-
женням:

с.(х, 0) =а(хИт), в;(& 0) =т?ё, (%) (8.2.5)
т

Решение системы (8.2.3) с условиями (8.2.5) имеет вид:

е( ) = #К- м' [а (п/5) ехр | -— дд с В «ь
о

с (, ) = @лКо-чот [га (пу/5) ехр - чкт (— —0 а.
-

Подстановка выражения для с; (0, ®) в интеграл (8.2.4) дает:

лн [ аКОВЬО Х
6

К

х [ Та (п И) ехр { эКг (0! гщ'-"‚‹щъ‹л,

полагая & = 0 нн // = г, получим:

1=Ёе*"‘‹4пквг””ехр [» + х
ё

@
оЕх “„, я [-— 'ЁТ'“ а;}] 4.

| к

Используя вторично теорему мажорированной сходимости Ле-
бега, получим (при @ + & < 0):

, с ах — 3О =п] о- °—'(4х Ко)-"? Ы е@ ехр (— к )4) <,

при с = 4л КО иг = у б
имеем:

т / = 2°а*К | о* *'[ | а (и И) ехр (-—ло?) 4 о;
н ) е

Н ° | ее (, д ==
Н

= 29лок! Г о! [ | а(@ И) ехр (— ау] 4.
6 @
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Сопоставления с физическим опытом. Наличие коэффициента
ехр ()), который обеспечнвает сходимость интеграла, не изменяет:
предел (8.2.4). Это означает, что этот интеграл быстро сходнтся
в начальный период времени; нет необходимости проводить дли-
тельные эксперименты, и вполне удовлетворительная точность
достигается расчетом этого интеграла в пределах довольно корот-
кого промежутка времени.

Принятый здесь тип начального условия обычно можно реали-
зовать экспериментально. Экспериментальная импульсная пере-
ходная функция вблизи нуля подобна ехр (—ллл”).

8.3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ КОЭФФИЦИЕНТОВ ОПЕРАТОРА ДИФФУЗИИ
©С ИЗМЕНЯЮЩИМИСЯ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

8. Изотропный оператор диффузии

Рассмотрим оператор диффузин:

л=КоА+ У0 т ЕтО.
т

Примем, что коэффициенты К, В, у принадлежат С“, К —
ограничено, как и все его производные до второго порядка, В, —
ограничено, как и все его производные изменения первого по-
рядка и } — ограничено. Также примем, что К имеет сугубо
положительную нижнюю границу. Тогда оператор А является
по определению строго эллиптическим.

Согласно Иосиде [2791, имеется два действительных числа /
и й, удовлетворяющие условию р > , так что для всех о > Ц
оператор А — // является обратимым и имеет место следующее
неравенство:

4 — «!)”'| < а=т ›

тде | | — каноническая норма в /*.
Примем У > р и положим с = —А + МГ и ©' = —А + ш,

норма (с’ — а!)"* существует для @ < 0 и равна:

|е -« |=НА - @ —) 1 < рт е —а

Согласно теореме Хилла — Иосиды, —с' представляет собой
бесконечно малый генератор стягивающейся полугруппы, т. ©.:

1е° < 1,
отсюда_неравенство:

сАееЕ
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Лемма 1. Иштеграл / , 0 =

= ( [ е'"‹п) / Г (—3) сходит-
о

ся для Кез < 0.
Условие Ке в < 0 обеспечивает

интегрирование в начальной точ-
ке. — Отметим, — что — | е° | =
= 600 (| в < е опри

в — ® < 0. Тогда видно, что / (& ©)
является интегрируемой и при бес- — Рие. 8.3.1
конечности.

Согласно Силли [245] для Ке, < 0 и при предыдущих усло-
виях по А, оператор с° может быть определен как:

= -А = о [# 1АН е д ,
#

с

тде Г — контур, проходящий от —со под действительной осью
вокруг начала координат по окружности с радиусом ё и возвра-
шщающийся в —со над действительной осью (рис. 8.3.1).

Согласно вышеприведенным допущениям, начало координат
отнесено к упорядоченному множеству с. Таким образом, суще-
ствует такое е” > 0, что (с — в/)"! существует при 0 < е < @'.
Обычное определение п г в плане проводится без использования.
отрицательной полуоси. Тождественность между комплексной
степенью оператора с, по определению Силли, и оператором
{ , ©) дает доказательство следующей теоремы..

Теорема. — Оператор / (& с) соответствует оператору С*.
При заданных условиях / (5, с) и`С* представляют собой голо-

морфные функции 5 для Кев < 0. Это достаточно для доказатель-
ства эквивалентности при Ве 5 < 1.

Резольвента полугруппы е`° выражается так:

(С—г1-! = | е-'бен @,
6

следовательно:

[г (_Г е-бей! ‹н) @.
6ъ

Для того чтобы эти два интеграла были коммутативны, доста-
точно, чтобы интеграл

| [ 12*|1е-*е ее 2'г а 4 (2)
6Ё
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сходился. (40(2) является элементом криволинейной абециссы
вдоль Г). Ага г — ограничен, следовательно, |г`| << 5 |г|**, где
6 — константа. Так как Кез < —1, то

Л„п„ е(ке ) 40 (2)

‘ограничен на бесконечности независимо от & Кроме того,
|е- << е%-” * при Л — у < 0.
Таким образом, интеграл

1'!„....е_...д„...„‚.........,
й

сходнтся. Применяется теорема Фабини и частные интегралы
могут быть коммутированы, следовательно:

С = эу | е@ | г аг.
6 3

Формула Ханкеля дает:
“

ЕЕ
Эо

Следовательно, тождество между С* и / (& С) установлено.
Если Ф © 1* (В") и т >0, то Ф, определяется как Ф, (х) =

== 1/Ф (тх), так что:

1Ф.]=1Ф1, н ® ©) = 00 (5).

Лемма 2. Если & действительное число и & оператор 6
в 6, так что для каждого действительного числа М, & может быть
распространен как непрерывный оператор от 1“ () до НН^ (В).
Затем, если —1/2 < М <О на СЭ, то существует такое С,
что уФ ©Е 6.

ТеКФ; |м-х < Сут“ 1Ф -- 1 Ф.
Кроме того, если & << —п, то для каждого & из К существует:

такое С, что:

уФеё, зирк| ВФ, () | < Сут" ( ФИ -- 1Ф
Доказательство. Для всех Ф © 6 при М < 0 имеем:

1Ф.й = * [( 18 |@ (-5.) е =
а

= [0 -Е1° ) 1Ф ()а << т2М. || п2*Ф () а) <
к к

<т'='^'[ [[ |" 2М | Ф ( а) - П'Т'('МЧЧ]—
|"<л. .
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Если М > —п/9, то |п) '' интегрируема. Кроме того, имеем:

1Ф1 < 1Ф1
Следовательно, неравенства примут вид:

пт‚\г„.<т“'(ц‹’і›л‘,{. ] “ ан -Фр
191

Л

<6 (1Фв- НФ
при С, ==зар 1, | ...|т‹щ).

< 1

Так как & — непрерывный оператор от Н до НМс*, то ай
также будет непрерывным оператором от Н" до Н“—*. Следова-
тельно,

КФ |ы-а << С |Фе|м < СМ (| Ф -- | Ф ).

Более того, допустим, что & < —л, тогда М — & >%д. Для
1

$ > у л, Н* включается в пространство ограниченных непрерыв-

ных функций с непрерывным вводом.
Следовательно,

аКФ „<< Сэх! (1Ф : + |Ф|),
и доказательством второй части леммы является:

зирк | КФ (х) | < Сэх^! (Ф -- [Ф ),

если @ выбирается равным 1 в окрестностях К.
Замечание. Используем предложенный Антербергером

[266 ) результат: задаем и © И® при в > 1/2. Тогда (1 + |#)-*?
и (1 + |&|)*? Ё принадлежат 12 (&"). Согласно неравенству
\Шварца, имеем:

|1а(®148= |(1 + 19°( + 1Е 0 (@) 4 < С 161 и
& &

следовательно,

1еа <а < С.

Лемма 3. Пусть В является оператором вида:

В= \) Ор(@) +- К,
770
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где для каждого /, @; © $*—“! при 0 — о, <а < ...0 (4] ( ®)
однородность порядка 95 — @; для |&| >1) и & является опера-
тором (псевдодифференциальным или нет) порядка < — л ы
Предположим —/% < $ < 0. Пусть & является нанбольшим
целым <т, так что 25 — а, > — для / < & и оператор В, опре-
деляется так:

(Вуг) () — а(, ) 0 © е2ен а, иСб,
где а, совпадает с @) для | Е | > 1 и является однородностью сте-
пени 5— а; для |Ё| 0. Используем функции Ф, (Э =
= 197Ф т (х — Х)) . Тогда, для каждого М >> —1/2 и для каж-
дого хо © No" существует такая постоянная С > 0, что для любого
распределения ’ (&") П 1 сг > Оиг > м/2 -- 25 любого числа.
т > 1 имеем:

ь

в (ко) = ®) 124 В) ()( -- К; (9) (,
=о

тде

| &; () (хо)| < Ст“ 1Ф + 1Ф ).
Доказательство. Дадим доказательство при Х == 0.

Оно справедливо для любой точки хо благодаря смещению Ф.
Приведем три замечания.

1. Если Ф (также и ;) © Нг сг > п/2 + 25, то 'ВФ, (0) опре-
деляется. В — оператор порядка |25. Для каждого значения
а © .(К") существует такое С > 0, что для каждого @ © 6 (&")
справедливо:

|оВи| -га < Си
Более того, так как г — 28 > 1/2, то:

|еВи , „ << С |аВи| о»

и Ви — непрерывная функция.
В может быть распространен как непрерывный оператор от НО

в пространство непрерывных функций.
9. Если / < & то 25 — а, > —п и, следовательно, @, (& ®)

является интегрируемой по @& в области, прилегающей к & = 0.
Это позволяет определить оператор В ,, /хотя его символ имеет
особенность в начальной точке. Более того, В, — В, действует
от Н7” до С® как ее центр:

К( 9) = ]|Е(Х. $) —а(& 5 енко-оваЕ
принадлежит всюду С®.

. действующим от Н (&") до Н{4 (А") для каждого действитель-
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Замечание 1 показывает, что В/Ф (0) также хорошо опре-
делен, когда Ф © Нг сг > п/2 -}- 25.

3. В/Ф (0) обычно задается формулой:

В/Ф () = [а (, Ф ( а5
где ® — распределение Н' (К") [\ Г/ сг > п/9 -- 25 — а).

Определение с помощью этой формулы правомерно, когда Ф
принадлежит 6 и обе части этого равенства непрерывно зависят
от Ф для нормы Н’ () 1/. Для левой стороны равенства это вы-
текает из замечаний | и 2. Для правой стороны, принимая во.

внимание, что а, (0, ©) принадлежит С* для | | 5& 0 и что Ф из-
меримо, запишем:

а, (0. ЭФ® аЕ= | а)(0, ЭФОЕ-
18Г<1

+ [ а©, ЭФ 04
1>1

‚ ] а, ©. ;)‹і›‹е›‹і;]‹п‹і›н„ |] а, (0, 14®
НГ<, 18Г<1

и интеграл [ | а; (0, Е)| 4& сходится:
1В <1

—е)/? &] а, (, г›б›[г›‹іг|<С[‹1 1Е° 1Ф( <
:1/>

<© а-н н1Е (1 -- 1519^ | ® (9)5,
Согласно неравенству Шварца, имеем

1 ] «© ЭФ®
1NoГ>1

<с| а-нг " а х

х | [а +- 1812^ 1Ф (5ав|? < С|(1 + 3р -а12-М| ‚ Ф.
Задавая М таким образом, что л + 25 — а; < No <г

(1-+Н|Еру И МР Е1а и |Ф|у < 1Ф1
Отсюда неравенство:

| ], ©, ® ® ©)ч < С 1Ф1 --1Ф|.1.
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Теперь докажем лемму З.

в— цв, проверяется условиями леммы 1:
Г

Согласно замечанию 2, 3 (В, — В,) действует от Н7” до С*”,
; В, является оператором порядка <— определением по & ©

ТЕЫ
примем за оператор порядка <— й.

"Таким образом, в соответствии с леммой 2, имеем:

|89: ©® — 2 8/Ф:(0)| < Си^Ф + 1Ф13

В/Ф, (0) можно вычислить по формуле:

в/Ф,(0)= | «, ЭФ. ( 4Е — [ау(0, Эт-т?@ (-5.) 45 =

=л® а (0, т Ф ()а = т2441 а) (0, п) Ф (п) ауу
— иенечвю0

которая завершает доказательство леммы З.
На этом этапе особое значение приобретает следующее замеча-.

ние, определяющее связь с экспериментальной дисперсией: по
КФ делаются только локальные оценки (или даже точечные),
"Таким образом, всегда возможно заменить & значением с& Се Е0
и приравнять к ! в окрестности х». Нет необходимости пред-
полагать какое-либо уменьшение по х в символах. Если учиты-
ваются только начальные данные Ф, с компактным покрытием
(для т > 1), то остаток КФ, (хо) оценивается так:

| &Ф (хо) | < Ст“![ Фр
Для некоторого компактного множества К существует такая

константа С, что для любой функции и от 12 и сее покрытием в К
имеем:

Ла < Си

* Кратко напомним: Н — П ос — С®.
) ф СС" : /С Нр у а С, С С* =- [ С С* (принимая @ = ;

ос

9) с° сНр 1: С С“, уобСр, оуСрСё Сн® = [ С Н
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т. е. согласно неравенству Шварца:

[ вак= [ибх < (іа‚‹)"’ (іт ц;‹)'”‹ Си
ка К

Благодаря этому появляется возможность принимать в расчет
начальные ступенчатые функции, имеющие определенный физи-
ческий смысл.

Применим лемму 3 к оператору В = (—4А + о/)® с — п/2 <
<5 < 0, используя — следующие — результаты, — полученные
Силли [245 ].

Пусть имеется действительная последовательность (а)), > 0,
возрастающая к --со, так что \), а, (х, Ё) является функцией С®
отхи Ё, с однородностью порядка 45-- @, для | $ | > 1 и характе-
ризуется следующими свойствами:

1) для всех М существует такое л, что оператор В — УОр (а
Г

применим для каждого действительного {от Н° ( &) до Н ( No");
2) для |&| > 1, @ (& Е) = |К (2)'/(4л? | & |2)*.
Различные предварительные результаты дает следующая тео-

рема, которую с целью упрощения приведем для случая изотроп-

ного оператора, т. е. с @/ (х) == & () 6)
Теорема. Пусть оператор диффузии имеет вид:

л=колн У в0 21(
и

Примем, что коэффициенты К, В, у принадлежат С®; К и его.
производные (порядка <9) ограничены; В, и его первая произ-
водная ограничены и у также ограничено. Кроме того, К ограни-
чено сугубо положительным числом.

® является таким действительным числом, что для каждого
@ > ц (А — а/) обратимы и неравенство

|(4 — «)' < @ — )

имеет силу, где норма является канонической в [. Выберем
No > р и“$ таким действительным числом, что —1/2 < в < 0.

Существует целое число & > 0, возрастающая последователь-
ность (@/); < ] < & положительных чисел и последовательность
(В)), < [ < &, так что:

1) для каждого г > п/2”-+ 25, В, — является линейным (псев-
додифференциальным) оператором по’Н' (К"),"принимающим`свои
значения в пространстве непрерывных`функций; 2) для’каждого`М
такого, что —/92 < М < 0, для каждого х, СВ" и для каждого.
компакта К существует такая константа С > 0, что для каждого
распределения Ф с его покрытием, заключенным в К и относимым
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ы

к И' (при г > О иг > п/2 -- 25), и для каждого действительного
т > 1, имеем (принимая Ф; (х) = т"/Ф [1 (х — х |):

Т‹‘:д [ и (&Ф (ка) @ =
в

== лн (К ((а 89® () --
й

‚

+
Р

124909 В () (хо) -- В (Ф) (хо),

тде

| ® (Ф) () | < Ст^!| Ф|;».

Это приводит к следующей формуле:

—н © ‚
No вЕ [ 7е (еАФ,) () @! ==

” о

=1К () | 4я |Е Р ® ©) ,
&

которая весьма необходима для определения коэффициентов
высших порядков.

Условия леммы 3, конечно, могут быть применены к уравне-
ниям с постоянными коэффициентами. Так, например, точная
формула для К в начале координат выводится на основании
начального условия Ф, (х, 0) = ехр (—лт|х|?):

И 1_—{-_:‘—‚ | сее* &) (0) @ =
т о

=1К (0) (42)е [ # ехр (— |ЕН) 4Е =

= К (0)} (4л2)* ] о, ехр (-—ли?) ля 4,
°

где @, == 2л"//](1/2) представляет собой сферическую поверх-
ность в А". Тогда последнее выражение примет вид:

(К (0)}: (42): % Г(в--п/9).
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Последовательной заменой /* = & и лй
мость:

находим зависи-

т * ] е (, (0) @ =
т

в 92яда Г (—5) Г (5 -- п/2)=[К(0)р 22 —

которая аналогична формуле, полученной в разделе 8.2.

8.3.2. Анизотропный оператор диффузии

Рассмотрим оператор:

У К' ооа + УВ ® т Е1(
227 =

А

Предыдущие результаты и теоремы имеют силу и в этом случае
при_следующих допущениях.

Предположим, что КИ (х) являются действительными, при-
надлежат С и ограничены так же, как их производные до второго
порядка, В, (х) принадлежат С® и ограничены так же, как их
производные первого порядка; у принадлежит С® и ограничена.

Предположение строгой эллиптичности подтверждается а'' (х),
т, е. существуют такие две положительные константы йо и о,
что для всех х © К" и для всех & = (& ... &) справедливо:

ю > Е> а' (0 6) > ‚}_‘| ё

Более того, физические соображения, подобные взаимозависи-
мостям Онзагера, показывают, что К/ являются симметричными
и, следовательно, могут быть диагонализированы.

1. Предположим, что главные направления дисперсионно-диф-
фузионного тензора неизвестны. Можно непосредственно исполь-
зовать результаты Иосиды и Силли при данных допущениях и
получить такие же леммы и теоремы, как в изотропном случае.
Для учета анизотропии должна быть выбрана начальная прове-
рочная функция Ф,;

Ф, (х) — (4е! а)!? т*/2Ф (тах),

где а — правильная матрица (а;)) с постоянными коэффициентами.
Здесь Ф, будет концентрироваться в начале координат путем
изменения только одного параметра т.

Предыдущая последовательность лемм обнаруживается, если
имеют место:
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преобразование Фурье Ф (х)
„м ога

ае а)!/? Ф( < ) .
и обозначение члена высших степеней

а(, ©) = (4л)"1К () 5 &
тде !

КеБ- у К' )ЕЕ, д

и В,Ф, (0) может быть рассчитано так же, как это делалось ранее,
т. е

В.0 (0 = | гг К (0)%, На ® () 4Е —

— (4гё)? (4ей ои ля [ (К (0) ат ау Ф (1) ат
(где 1 (0) ст, ст == К( а;, &ар с учетом правила Эйнштейна.

Для определения коэффициентов л (п + 1) 2КИ можно вы-
числить интеграл для л (п + 1)/2 матрицы а. _ Не существует точ-
ной формулировки коэффициентов. Метод дает значение коэффи-
циентов дисперсии и главные направления тензора дисперсии.

9. Главные направления тензора дисперсии известны (напри-
мер, с физическим соображением).

Предыдущие результаты могут быть применены для начальных
‘условий:

п ‘® () ('Цщ) «/ (таг),
тде а = (а)) и является правильной матрицей, днагонализиро-
ванной в собственной системе тензора дисперсии. Формулы яв-
ляются теми же, что и для общего случая, но расчет упрощается,
если Ф, концентрируется с т в главном направлении, соответству-
лощем рассчитываемым коэффициентам." Матрицы а будут иметь _
доминантную компоненту в этом направлений.

8.4. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ И ОПЫТ

8.4.1. Соответствие между моделью и опытом.

Коэффициенты дисперсии определяются из экспериментов с ма-
тематической моделью, а теория устанавливается при условиях
моделирования. Основное допущение при этом состоит в том, что.
экспериментальные результаты представляют собой результаты:
моделирования.
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Предположим, что.начальное условие Ф, задается экспери-
ментально с большой точностью. Оно соответствует эксперимен-
тальному распределению концентрации ё& (х, 1) и обычно & (х, ®)
не является решением уравнения диффузии, т. ©. мы не получаем

«&
@

Задача состоит в оценке коэффициентов дисперсии К как`функ-
ции экспериментальных концентраций ё„ которые не удовлетво-
ряют уравнению дисперсии. Эта оценка является отчасти произ-
вольной, но так как она представляет собой всего лишь способ
определения К, мы должны задавать определенные условия
с целью ограничения произвольного характера оценки настолько,
насколько это возможно. Подобная оценка приводит к тому,
что К представляет собой приблизительное значение К при вы-
полнении следующих условий:

1) функции ; (х, ) представляют собой точные решения, т. .
Аё, = 4с/4%, где

\ к _® — [у\в д° К == иА _?‘дк ай ‹(}Г‚ів, я ‹у). Кч » КИ.

Замечания. Процедура оценки неизбежно включает усе-
чение, и это равенство выполняется, но с погрешностями усече-
ния;

2) К подтверждает свойство стабильности. Примем некоторую
начальную функцию и множество & теоретических решений,
соответствующих К, а с— точное решение. Если математическая
модель является совместимой, то невязка между & и с, определен-
ная в соответствующей норме, должна быть сравнима с экспери-
ментальными_погрешностями.

Оценка К' поередством теории точечного разбавления про-
веряется условием !. В дальнейшем проанализируем методы
вычисления погрешности определения коэффициента дисперсии.
Эти элементы применимы к формулам, получаемым на основе
теории точечного разбавления, но, конечно, такой анализ может:
быть применен к любым методам определения К на основе других.
теорий. Затем изучается условие 9.

8.4.2. Элементы расчета погрешностей определения
коэффициентов дисперсии

Погрешность определения К обусловлена погрешностями изме-
рений, погрешностями усечения временного интеграла и погреш-
ностями усечения по т при вычислении пределов. Доказательства
даются для изотропного оператора с постоянными коэффициен-
тами при начальном условии Фт = ехр (—ллз?), но могут быть
обобщены на другие операторы.
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Если:

— 9е ГС- 9Г 6 +-п)уе - ГОГЕ

то К задается формулой (8.2.4):

К = 7(6 * | ° с (0, 9) .
сН ЫН,

Как проводится эксперимент? Выбирается значение т и ре-
гистрируется концентрация & (0, ) (либо непрерывным, либо
дискретным методами) в течение периода времени (0, 4). Конеч-
ное число таких экспериментов проводится для возрастающего т,
обязательно ограниченного некоторым )-

Эффективный коэффициент дисперсии К удовлетворяет урав-
нению:

“

К = 1(7 о' | 8 (0, ).
6

Погрешность по К возникает из: 1) погрешностей измерений
@ (0, й) или 6,; 2) погрешности аппроксимации по т, т. е. погреш-
ности, получаемой путем замены бесконечного #-предела значе-
нием

у@ о* [ 78 (0, ).
6

(Эта погрешность называется т-ошибкой и обозначается 6,); З) по-
трешность усечения на конечной границе #. (Она называется
{-ошибкой); 4) погрешности численного интегрирования, которые.
здесь не рассматриваются.

Заметим, что с (х, ) быстро уменьшается до 0, когда & стре-
мится к бесконечности. { не будет слишком большим, так как
по истечении небольшого периода времени с меньше, чем ошибка
измерений. Отсюда рассчитывается оптимальное значение #

Погрешности измерений не зависят от модели. т-ошибки и
&ошибки анализируются и минимумизируются.

Пусть 6 — погрешность в К, тогда:

у( 6=ё, +-6, -- ё..

Изучим ё, и 6,, пренебрегая 6, и используя аналитическое реше-
ние:

х° ] * (0, д—° [ ©*с(0, ),
@ тэ® ов
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Принимая тё = @ и той, = 0,, получим выражение:

у) 6— п]е** 1(1 -- 4пКо)- * ехр( „‹1) х

20 о ях ехр [No]ае—!е *-ц1 -- 4л.Ко) ""де,:

.

“1 Р ыкв)*””[ехр{_% н ‘_“+']’мт_}_ я]+

к) --+ 40 -- ] 07*-!(1 + 4лКо) "
6

0. г -пх ехр. [.No] ае — [о7*-\(1 -- 4л.Ко) ‹ю`<

< |П]'е*"'‹1 -- 4лко)-"® х
в

х [ (— г;т)...{тк__гкт)_}_‚]„оъдг

+ Пе"’*‘ ( + ла Ко) " ехр (— }‘,%) х

+ | [ о-'( + 4лКбу "2 ав|,В0 7хею [ т @К -- 16а К) ] Щ’‚
которое запишем в виде:

т ) 8 < ^ + & + К,

тде В, и No, оценки для /ошибок.
Используя Формулу

|е7“е* — 1| < |5 — а1е < (а 5)е',
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запишем:

& < ] о-'( -- 4аКбу 2 (АВКИЁ. ЧЕ !бп!:'!‚; ) 2
х ехр (та ) 0,< т 6) К (

®у #* оа) Ю (та )›

%

=ыку”ек (та т
—а-пу2ыы с

'А0 < 4а "Э ооВ < ‘[(АяК)"‘”О

И окончательно:

„ (5) 8 < у (5) К° (% + .д‚„Ё о )“р (—юлв:;и„ › Ч

(АлК)"'”Т"_‹-_——„Е [ +ех» (та )›
Проверим теперь влияние погрешностей измерений на & (0, &),

6,, которые не зависят от математических процедур и являются
постоянными:

б

* (5)6 < то* [ * () @ =
о

Погрешность 6, обусловленная измерением с (0, ), возрастает
с увеличением 0,. Обычно то задают условиями эксперимента,
а { изменяют. Оптимальную погрешность получаем, когда зна-
чение:

89 всв

& @) = 1(0 К° ! 2 иаку "р 9 б-/

является минимальным, а то достаточно большим, чтобы можне
было пренебречь величиной В* (16К?лт)). Этот минимум получ:
из. уравнения:

& (ыы) = @К —2влку Ра *т2 в 6Н
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которое можно решить графически, принимая Т = 05°7!
считывая точку пересечения Т, кривых:

у=1х6 КЕ Ьть,,

н рас-

У =2 4пК) "РТ "^
дун = Т,

—6-п/2

к <л(6 КЕНр 2а МОН ,
Замечание. Полагая, что погрешность измерения равна

нулю, можно получить из предыдущих расчетов некоторые эле-
менты сходимости по т. Тогда погрешность в К® для достаточно.
больших то равна:

жа ооа

1(06 <( К ® + оак Ю

Положим:
о- оь,

тогда

0, = оНН

* () 6 <

с ...”"—'““"*""”[ кЕа - 2(4К) Р “Ё—”’;]
ЗИ й 5-Е 0/

Два члена в скобках изменяются взаимно противоположно
и их сумма будет минимальной, когда они равны между собой,
это дает с\:

@л КуМ?
$-Еп)2

—-3 2 4л К- { 2 4К М ЗКНЫ }'+”’*+"|
: 5- л/ 51р уб)я :

Из этого выражения появляется возможность вычислитЬ Т,
такое, что для всех т < т, (6/К®) < е для заданного положитель-
ного ©.
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Сходимость по т является очень медленной: принимая л == 1,
К=1, В = 10% 5 = —0,1, можно найти, что при е = 10°*
т = ю, а при в == 10`° то — 20 000.

8.4.3. Устойчивость теории точечного разбавления

Рассмотрим коэффициент дисперсии К, полученный экспери-
ментально на основе теории точечного разбавления. К вводится
в уравнение дисперсии, которое затем решается при любых на-
чальных условиях. Примем & (0, ) за вычисленное решение,
ас (0, #) за точное решение, т. е. за решение уравнения дисперсии
для вполне точного К. Конечно, это очень сильное допущение,
т. е. при отсутствии полевой экспериментальной погрешности
решение строго удовлетворяет уравнению дисперсии.

Отмечалось, что теория точечного разбавления является устой-
чивой, если невязка между с (0, &) и & (0, ) соизмерима с погреш-
ностью экслеримента. Наиболее приемлемой нормой является
норма равномерной сходимости:

1е|= 5ир|е(&, 9) |.

Применяя преобразование Фурье & ($, 0) от с по *, получим

1е( Э< 1е(& д145

ЛЦ\‹Ы}Р]ЩЕ. 2)|45. (8.4.1)
Задача определяется системой:

КАс— У

с & 0) = с (,

где_со (х) принадлежит 6 (&").
Решение в изображениях Фурье записывается:

6(& 9 = & () ехр -- (4?КР -- 2нлв5) й).

`Положим Ег, с == с — & и определим ее из (8.4.1):

|Вге| < ир || Егё ( )|45.
‹

Принимая 6 за погЕешиость в К, данную в разделе 8.4.2, имеем:
| Ег ё| == 4л°Е% |0|| , () |ехр [ 4К& -- ЭлВ5) й),
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или

|!Вге| < зар | 4г° 61 6; (9 1хр — (4лёК® + Эе 14 <
<4п"|6\5:1рА.

где

А [Е‘і 12 () |ехр [— (4л?К® -- Эгл5) 4)4
`Устойчивость зависит от поведения А во времени:

л< [ 21(9 |ехр — КЕ .
Следовательно, согласно неравенству Шварца

А ла %16 ©Р а] | [ВЕ ехр (— ва К) ],
Принимая Ё = 1/х!?, получим:

## ехр (— лКЕ0 а = #^ |ехр (—Ва?Кпр) п% ат

Эгот интеграл является конечным, если @ = 1/2. Для @ = п/2
получаем:

Вг е << 4л?| & ||со|уг-

Это означает, что устойчивость имеет место, и погрешность по.
модельному решению для экспериментального К представляет
собой погрешность того же порядка по К, если начальная функ-
ция С и ее производные порядка л/2 являются функциями, ин-
тегрируемыми в квадрате (С, принадлежит пространству Собо-
лева /"/?).



ГЛАВА 9
ЧИСЛЕННЫЙ АНАЛИЗ ЗАДАЧ ЗАГРЯЗНЕНИЯ

ПОДЗЕМНЫХ ВОД

В этой главе излагаются основные сведения по аппроксимации,
методы и теоремы, необходимые студентам для самостоятельного
численного решения задач загрязнения подземных вод.

Особое значение придается очень тесной взаимосвязи между
физической сущностью явления и численным анализом задачи;
процесс дискретизации должен сохранять физические законы
и физические представления как основу любого улучшения чис-
ленного анализа задачи. Рассмотрим пример.

Мы видели, что конвективная часть уравнения дисперсии за-
писывается в виде — @у (ис), ис — поток вещества, определя-
лощийся скоростью подземных вод. Процесс дискретизации со-
стоит в разбивке моделируемой области на блоки с центрами () @
и записи изменений потока между двумя блоками в виде: ‘

(ис)(1) — (ие)(4)/!/,

где // — расстояние между центрами / и // (рнс. 9.0.1).
Эта дискретизация принимает во внимание физическое значе-

ние ис как переноса массы загрязнителя через единицу площади
в единицу времени.

Теперь представим себе математика, который совершенно не
представляет физического смысла модели, но, несмотря на это,
намерен решить задачу. Для него @у (ис) может быть записана
как ш втай с ++ с Фуц и он выполнит дискретизацию @у (ис),
например, следующим образом:

и (1) 1е (/) — с () М1 +- с () и (/) — @ (1) 1,

что не имеет физического смысла; хотя с математической точки
зрения оба представления эквивалентны, численно н физически.
различаются и должны привести к различным результатам.

Вместе с тем, когда физическая сущность явления принята
во внимание, весь математический аппарат помогает физику
решить задачу. Мы”рассматриваем оба аспекта моделирования
в двух разделах: в 9.4 излагается теория аппроксимации уравне-
ния диффузии-дисперсии (применимая как таковая, конечно,
к основному уравнению фильтрации), основанная на математи-
ческих соображениях; в нем показано, как может быть исполь-
зован математический аппарат; в 9.5 рассматривается основное
уравнение фильтрации на базе теории баланса потоков и пока-
Зано, как физические соображения определяют технику дискрети-.
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зации. В разделах 9.1 и 9.2
собран полезный математиче-
ский аппарат (итерационные
методы и теоремы).

Мы. надеемся, что математи-
ки не будут обижены, если ска-
жем, что физик, обладающий — |
хорошей экспериментальной и
физической интуицией и имею- — рис, 901
щий лишь основы математиче-
ских знаний, будет более хорошим специалистом по математиче-
скому моделированию, чем хороший математик без знаний фи-
зики. Лучше, конечно, когда хороший физик обладает хорошей
математической подготовкой,

9.1. ИТЕРАЦИОННЫЕ ПРОЦЕССЫ.
`ОСНОВНЫЕ ПРИНЦИПЫ И ТЕОРЕМЫ

Этот раздел подразделяется на две части: от 9.1.1 до 9.1.3
излагаются основные принципы итерационных процессов, осно-
ванные на простых геометрических примерах. Начиная с 9.1.4
рассматриваются итерационные процессы для систем линейных
уравнений и приводятся основные и полезные теоремы, исполь-
зуемые в математических моделях загрязнения подземных вод,

9.1.1. Основной принцип

Рассмотрим прямую линию / и кривую С, которая пересекает
1, в точке И/ в плоскости хОу, представленной на рис. 9.1.1. Коор-
динатами Н являются (х,, 4)). !Ёа кривой С задается точка Н, (Хо»
#о). Задача состоит в том, чтобы, зная уравнения С и Г, перейти
от Нк Н.'На рис.9.1.1’показан”простой итерационный процесс,
позволяющий перейти от Н, к И с помощью последовательности.
простых горизонтальных и вертикальных перемещений.

Эти перемещения отыскиваются, исходя из следующих сообра-
жений: если Н, (хо, у) известна, то легко определить абсциссу у
точки Н,, которая является абсциссой точки К,"на линии .
`Уравнения С и / представляются соответственно в виде:

у = [ (0) и у = ах + 6.

Абсциссой х, точки К, и ординатой уу точки Л, соответственно.
являются:

а =#7?, и=!(о.

Затем процесс повторяется.
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Рис. 9.1.1. Принцип итерационного процесса

Рис. 9.1.2. Усовершенствованный итерацнонный процесс

Здесь следует отметить, что если мы намерены решить урав-
нение # (х) = 0 * с помощью итерационного процесса, то необ-
ходимо построить кривую (или поверхность) С и прямую / так,
чтобы точка пересечения И прямой / и кривой С была бы реше-
нием Ё (х) = 0 (т. е. координаты х, точки Н должны удовлетво-
рять уравнению Ё (х;) = 0).

На математическом языке — это задача построения полезных
адекватных кривых. Конечно, насколько это возможно, следует
стремиться упростить построение. Обычно может быть выбрана
прямая у = х. Итерационный процесс тогда будет - иметь
вид (рис. 9.1.2):

% = Г (%о),
л = #

и = / (, :
® = @).

что можно также записать в виде:

® = о),
ж = [ (%), (9.1.1)
® = [ ()

Этот процесс может сходиться к х; при л -> со. Далее, если / —
непрерывная функция, имеем равенство:

ж = Г(@),
которое показывает, что х, есть решение уравнения х = [ (х), _
определяющее пересечение С и /..

а) в п-мерном
мы имеем. & = (4;, )-

* Конечно, х представляет координаты вектора (х\. Хыпространстве. В нашем простом примере (см. рис. 9.1.р)
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Рис. 9.1.3. Сходимость и расходимость итерационного процесса
@ — процеес _ сходнтея; 6 — процесс. расходитея

9. Сходимость

Сходимость не всегда существует. На рис. 9.1.3 показаны два
возможных случая, которые помогают понять, при каких усло-

виях можно ожидать сходимость.

Перепишем (9.1.1) следующим образом:

® = [ (,
х — % = Г (а) — [ о),
ха — ®& = () — Г)
Хаа — Ха == () — Р (хаа). (9.1.2)

Кроме того, ха удовлетворяет следующему уравнению:
Хаа = на — Х) -Е 5а — Х) - * е(а — )
-- (No — %) + % (9.1.3)

Если / достаточно регулярна в окрестности точки пересечения
Н () то (согласно классической теореме) имеем:

%а — м = [ () — Г () = (а — ж) Р (9)) = (а — ®) Р (,
ха — %а == () — [ () = (а — х) Р, == (ха — о) Ё к) =
= @ — ®) * (х;), (9.1.4)
ана — Ка == [ (%) — (Ха == (Ха — хао)Ё (@,) ==
= ха — Хаа) Р () = ( — хо) " (х1),

где ©; — действительное число в интервале (х;_л, *;). Объединяя
‘уравнения (9.1.3) и (9.1.4), получим:

хан = -Б Со) — оП ЕР ) НГ к) + +е) Н" ()
Сходимость Хы И Х, при л-> со зависит от сходимости гео-
метрического ряда 1}”' (х;) ], а мы знаем, что такой ряд сходится
при |Ё () | < 1 и расходится при |/ (х,)| > 1.
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Итак, сходимость итерационного процесса эквивалентна схо-
димости геометрического ряда. Критерии сходимости одни и те же.
В приведенном примере сходимость может быть обеспечена, если
значения 7' (ху) по абсолютной величине будут меньше единицы.

Замечание. Позднее будет показано, что в нашем случае
эти величины представляют собой собственные значения некото- 1
рых матриц, называемых «итерационными матрицами».

Скорость сходимости может быть повышена. Итерационные
методы, рассматриваемые в настоящей книге, представляют собой
не что иное, как различные улучшения основного метода в отно- —

шении скорости сходимости.

® Например, приведенный итерационный метод может быть
улучшен. Если аппроксимация

Гесна) — Г(ха) е (каа — о) Ё ()
считается достаточно хорошей, можно написать:

ху== ха " (боа — Х) + (сы — Хн) + **
З- (бааа — Х) + ***

ж = ®а -- он — а) П ННР к) + Р ()
ЧНее Н" к) ке ] = а на — )О — Р ()

х; — улучшенное приближение х;. по сравнению с Ханл, И про-
цесс повторяется от х}, а не от Жи-1.

9.1.3. Построение итерационного процесса

Данная задача заключается в решении уравнения:

Г (9 = 0. (©.1.5)

МПредполагается, что решение является единственным для а <
< х < 6. Чтобы воспользоваться итерационным методом, необ-
ходимо получить кривую С и прямую линию Г. пересечение кото-
рых давало бы решение [9.5].

Уравнение [9.1.5| эквивалентно.
Р( + х = х (©.1.6)

ЛПодстановкой / (х) + х = & (х) задача сводится к решению экви-
валентного уравнения:

& ®) = *

т. е к отысканию точки пересечения кривой С и прямой линии Г,
соответственно выражающимися следующими уравнениями:

и = Е( иу = х.

Процесс будет сходиться, если:

—1 < @ (0 <1 (приа <х < 5)
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или

ОНИ

Конечно, имеются и другие способы построения итерационных
процессов, которые мы будем исследовать, применительно к си-
стемам линейных уравнений.

9.1.4. Применение к системам линейных уравнений

Задача заключается в решении системы:
АХ = В,

тде Х — матрица-столбец неизвестных, А — квадратная матрица
системы и В — матрица-столбец.

Положим, что А”! существует, т. е. система имеет одно и только
одно решение в виде

Х = АВ.

Будем искать это решение путем итерации. Используя (9.1.6),
получим:

АХ--Х = В +-Х,

Х =(1 — Ал)Х - В.

1 — единичная квадратная матрица:
ВНО Н оана Н0

'ОЕЙ ч 0

) 1

Решение представляет собой пересечение кривых:
у =(1 — А)Х--В, (С)

у=х ((

Тогда можно организовать следующий итерационный процесс:
Х„ = 1 — А) Х,а - В. (9.1.7)
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Если процесс (9.1.7) сходится, он будет сходиться к пересечению С
и 1 при очевидном условии непрерывности уравнения.

С помощью простого примера проиллюстрируем это постро-
ение. Рассмотрим систему:

{_х_ 1,5у =?

—1,5х —у=0

Н
2ЕЧЕЬ

пЫр Ра
при

[2 1,5
АЬ
Уравнение (9.1.7) тогда примет вид:

*а 2 1,5 ] [ иа 2ш [1‚5 2 “у...]" ).
или

{х‚. = 2хла -Е 1била + 2
н == 1, Бхи - йн

} или АХ = В,
тде

Находим начальный вектор хо == 0,6, ио = —1,4.
Наблюдается сходимость итерационного процесса к х = 1,6 и
у = —2,4. Конечно, чтобы повысить точность метода, число.
итераций должно быть больше. Точное решение может быть полу-
чено прямым обращением А, рассматриваемым в разделе 9.3. Часто.
прямое обращение не дает практических результатов и должны
использоваться итерационные методы.

Таблица 8

‘Номера итерации

СЕНЕН НЕНА СЬ ь о

х | 1,10 | 1,35. | 1,475 ! 1,538. 1,569. | 1,585
Й \ —19 ' —2,15 14.175' —2,338 —2,369 ] —2,385
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9.1,5, Линейные системы. Основные теоремы

В предыдущем разделе показано, как строить кривые С и [
итерационного ‚ процесса. При этом нужно выбрать начальный
вектор. Чтобы сделать выбор более легким, можно воспользоваться
следующей теоремой.

Теорема 1. Итерационный процесс Х„ = МХа + В
сходится для любого начального вектора Хо, если и только если
все собственные значения матрицы М_строго меньше 1 по абсо-
лютной величине.

Здесь приводится доказательство только для случая матрицы
М, которая может быть приведена к диагональному виду. Теорема
охватывает также другие матрицы. Подробное доказательство
дается Форсайтом и Вазовым [92, с. 215 ] *, которые, кроме того,
показывают, что теорема 1 может быть распространена на случаи,
когда некоторые собственные значения равны единице по абсо-
лютной величине. Мы не рассматриваем этих случаев.

Доказательство. NoМ может быть приведена к диаго-
нальному виду. Существует базис собственных векторов И, ..., И,
п-мерного пространства векторов Х„. В наших обозначениях
М является матрицей (1 — А) (см. раздел 9.1.4). Назовем Х реше-
нием уравнения АХ = В. Х представляет собой предел последо-
вательности Х, если такой предел существует. Необходимое
условие: предел Х существует,

Х, = МХ, -- В,

Х, = МХ, + В,
Хэа = ИХ -- В,

х =Мх --в,

Х — Хтм= М(Х — Х) = МЦХ — Ха) = М" Х — Х))
Пусть М, М, ..., No», р < п — собственные значения М. Положим,
что существует такое Ё, при котором

|No| > 1.

Выбор Х, производится так, чтобы Х — Х, принадлежало соб-
ственному подпространству, соответствующему /:

Х==Хо=хИ, (ЕК.

К — система индексов собственных векторов, соответствующая
собственному значению ,. Согласно правилу Эйнштейна сум-
мируем по &

Х — Хеа = МН И, = МИ.

* В. Вазов, Г. Форсайт. Разностные методы для решения уравнений в част-
ных производных, М., Изд-во иностр. лит., 1963 г. — Прим. ред.
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где х‚ — фиксированные данные числа. Таким образом:

[^ " &* | — оо при т —› со

Последовательность не сходится к Х; значение Х, не может быть
выбрано наугад.

Достаточное условие: пусть известно, что Х существует и удо-
влетворяет АХ == В или Х = МХ + В. Сходится ли последова-
тельность Х, когда все собственные значения по абсолютной
величине меньше 1?

Х — Хаи= М"НЦХ — Х) = МРЖНИ аь
тде # == 1, ..., р и @; — индексы собственных векторов, соответ-
ствующих собственным значениям ^,. Суммирование производится
по ё и @. Вводя норму, определенную в приложении 1Ш, имеем:

|Х — Хаа < 13 ХУ ).
Эта конечная сумма стремится к нулю при т -> со, если |,| < 1.
Тогда последовательность Х,„ стремится к Х.

Значение теоремы 1. Значение этой теоремы заключается
в том, что Х, может быть выбрано наугад. Теоретически сходи-
мость может быть получена выбором Х — Х, (в собственном под-
пространстве), соответствующих собственным значениям меньше 1
по абсолютной величине. Практически такой выбор невозможен
по двум причинам: 1) обычно ничего не известно о решении Х,
которое отыскивается; 2) при машинном счете во всех собственных.
векторах в виде малых компонент присутствуют погрешности

округления, вследствие чего последовательность может потерять
сходимость.

Замечание. Простой расчет для примера в разделе 9.1.4
дает значения —- А, й, == 0,5 и No, = 3,5. Начальный вектор Х)
был выбран так, что Х — Х, принадлежало подпространству,
соответствующему М, = 0,5 (Х — вектор решения х = 1,6 и у ==
= —2,4). Читатель может легко проверить, что процесс расхо-
дится, если Х, — Х имеет компоненты в собственном подпростран-
стве, соответствующие , = 3,5. (Например для хо = 0, #о = 0).

Главная трудность итерационного процесса заключается
в оценке собственных значений, которые обычно не могут быть
вычислены непосредственно. Следующие теоремы допускают вы-
числение границ собственных значений.

Определение. Матрица М (@}) является днагонально
доминирующей, если

111> ЗЛеЛЬ 918
при строгом неравенстве по крайней мере для одного # (# — индекс.
строки).
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Определение. Матрица М называется приводимой, если
существуют перестановки строк и столбцов (обычно различные)
такие, что результирующее построение М принимает форму:

А 0

в с

где А, В, С — квадратные матрицы меньшего порядка и О — нуле-
вая матрица. В противном случае М называется ` неприводимой
матрицей.

Тео’рема 2. Диагонально доминирующая неприводимая
матрица М/регулярна. Здесь приводится краткое доказательство
‚для случая, когда М является строго диагонально доминирующей
матрицей, т. е

111> 5141 м& (9.1.9)

Тогда нет необходимости предполагать неприводимость матрицы
М. Общее доказательство см. у Форсайта и Вазова 192 ].

Доказательство. Предположим, что М нерегулярна.
Ее векторы-столбцы не являются независимыми:

аафа -- ок -- айх” == 0 для всех @.

Положим:

** = зир|х'

Число х' конечно, таким образом х, — одно из х', Из выражения

@ неко - оао ЦЕОЛЕ

получим:

айк < У Тее 2 [а < У ай
ь КЗ

что противоречит (9.1.9). Следовательно, М регулярна, что требо-
валось доказать,

Теорема 3 (теорема Гершгорина). Собствен-
ные значения матрицы М = (а) заключены в пределах области Г,
которая определяется как объединение всех кругов с центрами а;
и соответственно с радиусами 3 | а |. Эта теорема является прямым

Е
следствием теоремы 2: М — М является особой матрицей, когда
No — собственное значение М. Таким образом, Э:

1а — ^| < 3 1/
л
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Пример (рис. 9.1.4):
2 1 0'М:<1 е !)
0 1 о —1/®

Чтобы завершить обзор.
1 основных теорем, — дадим

оценку наибольшего соб-
ственного значения матри-

цы М. Хотя оценка дается
только для эрмитовой мат-
рицы, ‘она — справедлива

Рис. 9.1.4. Примененне теоремы Гершгорина ДЛЯ ЛЮбой Матрицы с од-
ним и только одним дей-

ствительным доминирующим собственным значением [225] и лег-
ко поддается программированию для ЭВМ.

М — эрмитова матрица. Она имеет ортонормированный базис
собственных векторов (У,, Уз, у,), соответствующих действи-
тельным собственным значениям М, ..., М, КОТОрые могут быть
равными или отличаться друг от друга. Любой вектор Хо может
быть записан в виде:

Хо= ИаИ ННЙ

мХ, = МИ ММа ее ЕИ не

Рассмотрим итерационный процесс, начиная © Х);

Хи = МХ и

Ха = М" Хо== ХГИ + МИа ее оМИ

Принимая, что No наибольшее собственное значение, запишем:

ха= 3 [#и й (32)” ееа (32)” ]т== М а пАНв * ) ”а>

Когда т - со, Х„ стремится стать параллельным доминиру-
лющему собственному вектору И, а , может быть получено вы-
числением предела отношения скалярных произведений (Х л»
Х) н Х, Х„)

(Хтыу, п) —
(Х Х)

( -( (АТ:)?„... ее( (%)мн

ы.(————————х„_...;)„‹%)... тоне0(Е)" и
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9.2. ИТЕРАЦИОННЫЕ
ПРОЦЕССЫ ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ

СИСТЕМ. т
МЕТОДЫ ы

Здесь описываются наиболее
часто — встречающиеся — итера- Ь ё Л
ционные методы, сначала для

очень простого примера, а затем
для общих линейных систем. НЕИ ВЕГ

9.2.1. Простой пример метода
Якоби ах

ахха

Рассмотрим — стационарный — рус. 9.2.1. Конечноразностная двумер-
двумерный поток в пористой — ная сетка
среде с однородной проводи-
мостью Т = 1. Этот поток описывается (см. раздел 9.5) уравнением:

6Й =0. (9.2.1)

Дискретизируя (9.2.1) по квадратной сетке (рис. 9.2.1) и обо-
значая через Н,, значение напора в узле { /, получим класси-
ческую пятиточечную схему:

—НН На 1Е Нода ЗЕ Н у -Е Н ооы == 0. (9.2.2)

Решая (9.2.2) относительно Н,,, получим:

Н, Н, Н, Н,Н ‚+ Ян Ныа., (9.2.3)

Уравнение (9.2.3) порождает естественный итерационный про-
цесс, называемый методом Якоби:

Н" ннн Ннуно —Й В т уАр ло (0.2.4)

Процесс начинается с данного произвольного значения / в каж-
дом узле.

9.2.2. Простой пример метода Гаусса--Зейделя

Формула (9.2.4) показывает, что /И в каждом узле может быть
вычислено в течение одного шага. Чтобы увеличить скорость
сходимости, выгодно использовать новые значения Н немедленно,
`После того как сделан шаг по пространству для увеличивающихся
% и ], когда рассчитывается Н{"/), значения Н9 и Н
принимаются уже известными. Это замечание привело к улучшен-
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“тод тг л ® Эт тг т т Фп @

Рис, 9.2.2, Последовательная верхняя релаксация

ному итерационному методу — методу Гаусса — Зейделя, который
определяется следующей формулой:

неруеттруент, +иРы
т : (9.2.5)нр =

9.2.3. Простой пример метода последовательной
верхней релаксации

Может быть получено еще более значительное улучшение ско-
рости сходимости. Вернемся к основным положениям итерацион-
ных_методов. ,

Одним из описанных методов мы получаем Хжыл. Чтобы
приблизиться к пересечению, умножим вектор Хн — Х
на соответствующий коэффициент @, в результате получим Х м+
(рис. 9.2.2). Повторяем процесс, который можно записать следу-
ющим образом:

Хна = (Хо).
Хэн = Ха Е0 (Ха — Х)

Возвращаясь к нашему простому примеру, находим, что: 1) про-
межуточное значение #!!*) вычисляется, например, по фор-
муле Гаусса — Зейделя:

й)- пИ ЕР
Т я

НН

9) Н{"}') получается затем из выражения:
() и 1 (т:НО = Н -- о [Н — Н, (9.2.6)

Очевидная трудность состоит, конечно, в том, как выбрать ©.
Оно должно быть достаточно большим, чтобы обеспечить хорошую.
скорость сходимости, и достаточно малым, чтобы не пропустить
пересечение. В разделе 9.2.5 будут даны практические рекомен-
дации относительно ©.
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9.2.4. Общие формулы

Рассмотрим систему АХ = В. Чтобы организовать итерацион-
ный процесс, матрица А представляется обычно в виде суммы
дниагональной матрицы Р, строго нижнетреугольной матрицы 1/
и строго верхнетреугольной матрицы Ч. Например:

о2О О0 ГО ОО о3
4 5 6|-|4 0 0| + |0 5 0| + 10 0 б

[7 8 9 7 8 о] 10 0 9] 10 об
ож АЛ ОЧНАЕ ОЕ ЛЫ>

 
о

 
‹

или .

Ь0 -ЦХ = В. (9.2.7)

Уравнение (9.2.7) приводит к различным итерационным фор-
мулам для методов:

Якоби

х = — р7! [( + ) х* — в), (9.2.8)

Гаусса — Зейделя

Х) — (0еы)тОх ' - (р--Ы) В, (9.2.9)

последовательной верхней релаксации

ОХоны = — Ха — Х„ + В,

Хаа = Х„ -- о (— Ха — ООа + О7В — Х,), (9.2.10)

Хаи = (о07Ч. +-1)'(1 — о1 — ор Х -
-- (©е07Ч, -- 17 ор7В.

Эти формулы могут быть выражены в величинах различных
компонент матриц, чтобы приспособить их для ЭВМ; система
АХ = В тогда записывается так:

З ау -, 1, сс.» В,

и (9.2.7) приводится к виду:
& я,

) ЕО ОИЙЕтЬ: ,„‘\7;‚”“”!' = Ы, =1, .,

Тогда для методов:
Якоби

уНЕ У 5ва + 3 ау ь,_\, (9.2.11)



Гаусса — Зейделя

а я 1
1 (т ` (тЦ =—п[,Ё,““’4 оВН '—'п]‚ (9.2.12)

последовательной верхней релаксации
—

жч — О о П. У оОЕ
«и \а

2+ 3 ау — В,}—х‘‚””]. (0.2.13)
уА

9.2,5, Сходимость методов

Общее обсуждение сходимости можно найти у Форсайта и Ва-
зова [92], Ремсона и др. [225 ]. Здесь без доказательства даются
некоторые практические результаты, которые используются в мо-
делировании загрязнения подземных вод.

1. А — матрица системы АХ = В;`если А — диагонально до-
минирующая неприводимая матрица, то методы Я коби и Гаусса —
Зейделя сходятся.

Замечание. Конечно, если А — строго диагонально до-
минирующая матрица, условие неприводимости не требуется,

'Следующие определения даются по Ремсону и др. 1225 ].
9. Квадратная матрица А порядка л называется обладающей

свойством А, если существует перестановочная матрица Р, такая,
что РАР является диагонально-блочной трехдиагональной матри-
цей (рис. 9.2.3), т. е. каждая ) — диагональная матрица.

3. В системе линейных уравнений АХ = В компоненты ;
и х, называются связанными, если либо @, * 0, либо а) ^ 0.

4_ Порядок решения уравнений АХ = В согласуется © этим
трехдиагональным представлением, если, рассматривая сетку,
пронумерованную с использованием символа #, сделать следу-
лющую перестановку: первый узел остается без изменения; другие
точки сетки нумеруются с использованием символа @ (!) так, что.

& (@) = & () + 1 при р > ,

& () = & (0 — 1 при р <31

для каждой точки р и всех точек #, с которыми связана р
(рис. 9.2.4).

Сформулируем очень полезную теорему.
Теорема, Если матрица А системы АХ = В является

диагональю доминирующей, согласованно упорядоченной и обла-
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Рис. 9.2.4. Последовательная нумерация [225]

дающей свойством А, то метод последовательной верхней релакса-
ции сходится для ( < ® < 2 и собственные значения , итерацион-
ной матрицы (еО7Ч, -- 1)-1(1 — @! — оО7\Ш) связаны с @ и р
зависимостью:

(& + о — 1}° = о*

тде р — собственное значение итерационной матрицы Якоби —ой)
Наилучшее значение коэффициента верхней релаксации будет:

Фодт ==
1+ 1/1 ох

тде Штах — спектральный радиус матрицы Якоби. Для этого
коэффициента число итераций минимально. Задача сводится
к определению ©»т. Некоторые подходы обсуждаются в работе
Ремсона и др. [225, с. 199 ], например метод Карре, который легко
может быть запрограммирован.

Мы также рекомендуем прямое вычисление наибольшего соб-
ственного значения по отношению скалярных произведений, как
это показано в разделе 9.1.5. Может быть полезным также другой
результат: в случае прямоугольной сетки из л внутренних столб-
цов и т внутренних строк наибольшее собственное значение
матрицы _ Якоби, соответствующее дискретизации д°Н/дх® +
-- д*Н/ду?, точно равно:

-;— [соз („_:_ л) -- соб5 ‹Ё п)] .

Этот случай соответствует однородному двумерному водонос-
ному горизонту. Он может быть эмпирически распространен на
квазипрямоугольную область (рис. 9.2.5), если принять средние
величины числа строк и столбцов.
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Рис. 9.2.5. Квази-прямоугольная _ область
Рис, 9.2.6.

9.2.6. Методы блочной итерации

Ниже сформулировано несколько основных принципов этих
методов особенно в связи с применением метода переменных
направлений, который будет рассмотрен для случая уравнений,
зависящих от времени, в разделе 9.6.

Сущность методов блочной итерации заключается в том, что.
решение системы АХ = В заменяется решением последователь-
ности трехдиагональных систем. На каждом шаге итерации ис-
пользуется метод исключения Гаусса и скорость сходимостИ
‘увеличивается.

Этот метод может быть лучше понят на простом примере одно-
родного водоносного горизонта с проводимостью 1, дискретизи-
рованного, как показано на рис. 9.2.6; блоки 1—6 имеют постоян-
ный потенциал; восточная и западная границы водоносного гори-
зонта непроницаемы. Режим установившийся. Суммарные расходы
откачки и инфильтрации в каждом блоке различны и изменяются
от @; до @,в. Используя метод, описанный в разделе 9.5, полу-
чим следующую систему уравнений:

— ! 0 1 0 оо 0 0 7||"Н; ]
—4 1 0 1 оо

15а ВАО в оО ака О
1

0

1

0

0

0

0

0
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@; — Ну`|
© — На
@, — Н:

Фьо
=| Фа 5 (9.2.14)

Ф

Фи — Н,
Фц — Н

|_ @и — Н, |

Имеется три блока Х = (Н,Н,Н,), У = (НьНиНы) и 2 =
= (НыйЙий ).

Полагая

оЕН0 П

Аа ОВ те 10
ОНА с-В: 0

Ф
@у = | Ф |,

Ф.
запишем (9 ы 14) в виде:

ы
Метод решения теперь становится эквивалентным точечному ме-
тоду решения, коэффициентами становятся матрицы. Например,
блочный метод Якоби запишется так:

АХм = @х — 1Х,,

АУ == @у — 1Х„ — л

Аа = @; — У.

Оу

Таким же образом могут быть определены блочный метод Гаусса —
Зейделя и метод верхней релаксации. Инверсию А легко получить
методом исключения Гаусса (см. 9.3).

Замечание. Могут быть определены, конечно, другие
блоки. В примере мы дали естественное разложение на блоки по.
столбцам и строкам, которое используется в методе переменных
направлений.
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и его упрощенная форма для трехдиагональных матриц.

9.3.1. Общий метод исключения Гаусса

Рассмотрим линейную систему уравнений:

аы -Е @цэа -- ** + - аха == В,

бы%, - дааха -- + + * -- был == В,

@лаа -- адажа -- + * + -- анаа == В.
Сначала делим первую строку на ацу, затем умножаем на аз и Вы-
читаем из второй строки:

!

9.3. ПРЯМЫЕ ПРОЦЕДУРЫ

Здесь приводится общий прямой метод исключения Гаусса

ам а,Ё (вн —- ои л, -- (гы — йа) ха -

‚ ЧЕ сео (а — в) ха = , — Ы,
: Коэффициент при х исчезает. Повторяем операцию, умножая

первую строку на ад. Получаем новую систему:

Ё ® - (@о/а) ха -- *** -- (ам/а) Х = О/а
5 0 -- Была -- + + - Фаа == Ва — (ба/анз) ,

О-Н ба - *** —- Ваха = 0 — (ал/бнз) В,
где бр == @ру — (@у/бу) у

. Продолжая эти операции для второй новой строки и повторяя
‘› процесс таким образом, получим систему:

ха " вщйа -- *** -- буаб == @
Ха Е ее ва = б

ава

Последнее уравнение дает х,, подставив которое в предыдущее
‘уравнение, получим х,_у и так далее.

9.3,2, Трехдиагональный метод исключения Гаусса

Рассмотрим трехдиагональную систему:

&,Х, аХа = @,
аХ а-- вХ - е ы = @.
а„Ха д @

тде # = 2,

(9.3.1) _а»

й
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или

ооа Оелето НОр Л ЛЕЙ,
айа оо
О ОеН ОЕа ЗОЛЛ Ла

Записывая

Х, = @ — В)Хиь
Хд= б

тде # = 1, ..., п — 1

и исключая Х, Х, и Х,а из трех уравнений:

Хьа = а — ВЬ

еХ а"Н Ы, аХыа == @,

Х, = @ — @Хы
тде { =
получи

0а — @уе -- 0 == ,

афа — оВ: -- с;== 0,

@, — 0(011

—аа
оее

‹ — “ —айы '
тде { = 2, „., л — 1.
Для # =

6‚ + аХ, = @,

Х, = @ — Х,
откуда

„—

о,62

Для # = п

еа Е аХ == д
Хаа = бал — аХ
Х, = @„
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откуда

4а — длбл-д,
о = Е ь

® ва — «в

Решение трехдиагональной системы (9.3.1) находим вычисле-
нием с и В, от # == 1 до & = п и подстановкой затем их значения
в (9.3.2). Этот метод хорошо программируется.

9.4. ТЕОРИЯ АППРОКСИМАЦИИ УРАВНЕНИЯ ДИСПЕРСИИ

9.4.1. Аппроксимация производных

При некоторых условиях регулярности (для наших задач до-
статочно считать, что с имеет непрерывные производные до чет”
вертого порядка) функция с может быть разложена в ряд Тейлора
в окрестностях ; #, г, ё являются постоянными:

с(а и г О =е(н и г ОНА( й, & 0
й д% м— д%+ об й 2 ОНар 6 й & Э+

„

ЗИа Ё:(х‚ #, г, ) -+-0 (1"). (9.4.1)

Остаточный член ряда равен О (#"). Функция [ равна © (#"),
если существует положительное постоянное число &, такое, что
|/| < &|4"|. Таким образом, |А"| —> 0, |}| — 0 по меньшей мере
одинаково быстро.

Принимая & == Ах и А = —Ах, соответственно найдем:

се-РАх, в , О=с(к и а ОА Ж ( в& ) +
+ а6 ва 0 0(459 642

е(с—Ах, , г, Э=е(о, и г ) — Ак ® (0 у & )+

+ МЕ ое а, 00(4г (9.4.3)
Эти уравнения могут быть решены относительно дс/дх:

де _ е(х-- Ах, у г‚ ) — с (х— Ах, и , )
Эр Е ОА

что приводит к аппроксимации производной центральной раз-
ностью:

дс _ с (х -- Аж, ц, г, 1) — с (х — Ах, у г )
е ЗА
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Мы отбросили остаточный член ряда, называемый «ошибкой усе-
чения», и равный О (Ах*). Прекращая разложение ряда при л = 1
(полагаем л = 1 в (9.4.1)), из (9.4.2) и (9.4.3) получим:

дс _ с(х-+- Ах, и, г, )— сйх , г, )
НОНЕ оЦ)

де _ с(жу у г, ) — с (х— Ах, и г, ©)& — @йв О-сЕ- вн е В |О(а)).

Это дает аппроксимацию производной разностью вперед:
д - Ах, и› г, )— е(ху и г, )* ва д= с(х-- А и, :Ш: е(х, , #

и разностью назад:

е (х, и 2 ) — с (к— х
А&

де г, ®)
т ( 6 & ) = .

Обе аппроксимации имеют ошибку усечения порядка Ах. Чтобы
получить аппроксимацию производной второго порядка, комбини-
руем (9.4.2) и (9.4.3), распространенные на л = 4

ды
За( й % р=

_ е(+Ах, и 2, В — 2е (й уу 2, ) Н-с(х -- Ах и , )
Ч (Ах)? е

которая имеет ошибку усечения порядка (Ах)?,
Таким 'же самым образом получаем аппроксимации дс/ду,

де/дг, д°с!/ду?, д°с!дг*. В задачах дисперсии используется аппрокси-
мация дс/дё разностью вперед.

9. ‚ Аппроксимация уравнения

Для простоты ограничимся изучением одномерного уравнения
дисперсии с постоянными коэффициентами. Методы, которые мы
развиваем на этом простом примере, являются общими и могут
быть легко распространены самими студентами на другие урав-
нения дисперсии. Необходимо аппроксимировать

де де. „ д%— —Ка (9.4.4)

Найдем аппроксимацию дс/дх (вперед, назад или центральную)
и — аппроксимируем — д%/дх°. — Аппроксимация — — й (дс/дх) --
- К (д%/дх?) в точке х и в момент # записывается в виде Г (х, @);
и тогда:

®е ) =Г ( д, (9.4.5)
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Рис. 9.4.1. Явная аппроксимация

Рис. ®.4.2. Неявная аппроксимация

является первой аппроксимацией уравнения дисперсии. Дискрети-
зация дс/дЕ основана на том факте, что мы знаем с (х, 4) и ищем —
с () при & > й, что дает

де _ ©(& &) — с # &) ;
я — 6 !

Мы можем теперь искать Г (х, #) в моменты времени #, н & или 1
между ними. Это приводит к трем аппроксимациям уравнения
дисперсии.

1. Явная аппроксимация. Берем Г в момент
времени &:

е(х, ::):5‹‚‹‚ Ю ег( й). (9.4.6)
а—а

`Уравнение (9.4.5) имеет геометрическую интерпретацию (9.4.6):
Т (&, &) представляет собой тангенс угла наклона касательной
к кривой уравнения # - с (х, #) в точке . Если с (х, ) — под-
считанное значение и % (х, #,) — точное значение, имеем рис. 9.4.1.

2. Неявная аппроксимация. Берем Г в момент
времени :

ееаее ат( й). (9.4.7)
а—а

Геометрическая интерпретация представлена на рис. 9.4.2, —
Г (& &) представляет собой тангенс угла наклона касательной —
в точке , и прямой линии с (х, &) — с (х, &) параллельной Ээтой
касательной.

3. Аппроксимация Кранка — Н иколсона.
Принимаем, что Г (х, #) линейна в интервале (4,, #), и записываем:

No = М(& Б+( -Мг 5. (9.4.8)

Название «аппроксимации Кранка—Николсона» дано схеме,
когда ^ = 0,5, что соответствует рис. 9.4.3.
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9.4.3. Устойчивость и е
сходимость аппроксимаций

Цель аппроксимации — по-
лучить оценку концентрации в

момент времени #, по известной
концентрации в момент време-

ни 4. Необходимо, чтобы эта
оценка была близкой в некото-
ром смысле * к точному реше- й
нию — уравнения — дисперсии, 0 & ё
(9.4.4) например, что требует — Рис. 9.4.3. Аппроксимация Кранка——
соблюдения двух условий при — Николсона
использовании аппроксимаций:
устойчивости и сходимости. Как и раныше, назовем с (х, )—
вычисленным решением и * (, /) — точным решением уравнения
дисперсии. Полагаем & — 4 = М.

Определение сходимости, Конечно-разностная
аппроксимация сходится, если разность между % (х, )) и с (х, )
стремится к, нулю, когда Ах и А# стремятся к` нулю при данных
х *

Определение устойчивости. Когда время из-
меняется, вычисляется с (х, # +- А0) по с (х, ). Этот: итерацион-
ный процесс имеет смысл, если разность между у (х, ) и с (х, )
ограничена в некотором — смысле, при # -+ со для данных
Ах и А. Если это условие соблюдается, аппроксимация устой-
чива,

Допустим, что рассмотренные выше аппроксимации сходятся,
и исследуем их устойчивость. Необходимо отметить, что устойчи-
вость и сходимость взаимосвязаны и (это можно доказать) при над-
лежащих условиях эквивалентны.

Выводы по устойчивости приводятся на основе кратких грубых
доказательств, главной целью которых является объяснение того,
как пользоваться основными теоремами раздела 9.1 в практиче-
ских задачах.

1. Явная аппроксимация. Уравнение (9.4.6) за-
писывается для промежутка времени между /, и ё„‚ при разбивке

* «Близость» двух функций зависнт от вида нормы, принятой дая. функ-
ционального пространства, к которому эти функции принадлежат. В данной книге

эта задача детально не рассматривается; напомним только, что самые обычные

519 ль = | [ в е а] нли
&

нормы в нашем случае имеют вид 1/.

1/
жительным числом 1/ — #-

[7 9) ах. Близость / и @ тогда определяется действительным поло-
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пространства по квадратной сетке (Ах, 2Ах, ..., РАх, „ рД-Ах)
и разности назад для конвективного члена:

е( лы — с(0т) _ у— )
Фаа — 133 :
е (#4-1, л) — 2е (, а) е (Е — 1, )

АА оее лао л!

ИЛ

е( () = с — 1, (К ы +
АЁ А ‚че( в) (1 — 8 — 2 Каг нне(-Н )К

тде ба — & = А. (9.4.9)

Эта система уравнений может быть записана в матричной форме

© () == МС (1,).

тде

КА ЧЫ ооы — ЧАЕ _ оК а КЫ
оуе ра орр @т — САЙ ) ба

С (4,) — вектор с компонентами с (/ &)»
Согласно теореме Гершгорина (раздел 9.1) собственные зна-

чения М лежат в интервале [1 — 2 ( А/Ах) — 4 (К АНАх?), 11
Из общей теоремы сходимости (см. раздел 9.1) итерационный
процесс, определенный уравнением (9.4.9), расходится, если соб-
ственные значения итерационной матрицы больше 1 по абсолют-
ной величине. Таким образом, явная аппроксимация устойчива,
если

иа КАЁ
Па ааар

ИЛ

АЕ< М, (9.4.10)
где

А = ;_*‚
Таа

А& называется критическим временным шагом, и аппроксимация
называется устойчивой условно при (9.4.10).
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Замечание. При использовании разностей вперед или
центральных разностей А/, конечно различны. Расчет А#, очевиден
во всех случаях.

2. Неявная аппроксимация. — Дискретизируя
как раньше, получим

еа —1т) (— Ы —НЫ е 1(1 -- + 2КЫ) н
+в@-Н1, л) (—К О

или в матричной форме

No () =С (,
где М — треугольная матрица;

е о„(55)
при

А ЦА ЦА А Ан КОЫ оее П НОКЫ ан енЛОЕ

Итерационной матрицей тогда является No*.
Согласно теореме Гершгорина (см. раздел 9.1) собственныезначения лежат в интервале [1, 1 + 2 ((ГА!/А›:) + 4 (К АНАх?) ],

из чего следует, что они больше 1. Таким образом, собственные
значения No* по абсолютной величине меньше 1. Согласно общей
теореме сходимости (см. 9.1) итерационный процесс (9.4.11) схо-
дится.

'Таким образом, можно утверждать, что неявная аппроксимация
безусловно устойчива.

3. Аппроксимация — Кранка — Н иколсона.
Используя ту же дискретизацию, что и раньше, имеем:

ев-ыы) [ () ] --
жейл) [1 + ( 2Ка)] +

чеенНа а) [-ч К) = са -) [ () +
н23а)] неен1 4) [3- а)-

В матричной форме это уравнение примет вид:

МС в) = No (,
тде М и No — трехдиагональные матрицы; коэффициенты в строке
являются соответственно коэффициентами при с (# — 1), с (),
е@ + 1).
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Обозначая через Р трехдиагональную матрицу, строки которой
образованы коэффициентами

КА иМ 9 _ „Ка о КЫ
ав Ра аба аа”

отнечаем, что Р, М =1— Р и No= 1 + -)- Р имеют одни
и те же собственные векторы, из чего следует, что (1 — Р/2)"*
и М”\М имеют те же собственные векторы, что и Р. Поскольку р —
соответствующее собственное значение матрицы Р, 1 — р/2 и
1 + р/2 — соответствующие собственные значения матриц М и М,
то соответствующим собственным значением @ итерационной ма-
трицы М”*No будет:

О ЕВЙ,

Согласно теореме Гершгорина, собственные значения матрицы
Р заключены в интервале [—2 {( АНАх) + 2 (К АНАх?)|, 0]
и являются отрицательными, из чего видно, что |а| меньше 1.

Аппроксимация Кранка—Николсона безусловно устойчива.

9.4.4. Неявный метод переменных направлений (НМПН)

Когда моделируемая двумерная область прямоугольна или по
меньшей мере правильная (выпуклая, например), решение часто
может быть получено с помощью НМПН, введенного Писманом и
Рэшфордом. Этот метод имеет большое преимущество: вместо рас-
чета обратной общей мат;ицы расчитываются две обратные трех-
днагональные матрицы. Рассмотрим НМПН на простом примере.
Запишем уравнение дисперсии:

д%с д де. де.
Кеаа Е Кга — ак —аг°

Аппроксимация этого уравнения на одном временном шаге состонт
в разделении этого временного шага на два и в выражении произ-
водных по х неявно, а производной по у явно для первой половины
временного шага, Для второй половины временного шага произ-
водные по х выражаются явно, а производная по у неявно:

с* (Е+1, ) — 2с* 1, Р + с* ((—1, )) +(1, ) — с*(#—1)оЕНЕИ оЗЕНЫЕ ОЛа

()ар —ка( 1+1) —а( )+а( 11

ЭСОВСОН
РНВОР 

А
Н

О
 

Р
 

ОРОНЕО
ЕЩЕР 

Ц

ч АГЭ К; Га
с (6, 1 + 1) — 2е (, ) -ва (, 1 _ ( р —е* ()

2) Кт А # ^ 5я
ее (Н, — 2е (, рнр ор ЕЬ

снама отооеланисет т сивоютеиееоисовий ои лОО
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где е; (& /) и с» (, ) — концентрации в моменты времени & и
& (& — & = А в точках ( /), а ©* (, ) — промежуточное зна-
чение, которое не имеет физического смысла. Для ускорения реше-
ния вычисляем с* для всех строк & методом трехдиагонального
исключения Гаусса. При этом предполагается, что с, известно,
а са рассчитывается для каждого столбца / также методом трехдиа»
гонального исключения Гаусса. Можно показать, что НМИН схо-
дится и безусловно устойчив.

9.4.5. Некоторые трудности конечно-разностных
аппроксимаций

Конечно-разностные методы легки в обращении, иногда быстры.
и обычно хорошо известны. Но при численном решении задач
дисперсии возникают два затруднения, которые не преодолены до
сих пор. Это «всплеск» и численная дисперсия.

1. «Всплеск». Рассмотрим запуск загрязнителя при скач-
кообразном изменении единичной концентрации на входе в одно-
мерный поток, описываемый уравнением:

дс
= -

Сравнение аналитического и численного решений на момент вре-
мени ё приводится на рис. 9.4.4.

Очень часто оказывается, что вычисленная методом конечных
разностей концентрация превышает точную величину вблизи оси
©. Этот отскок известен под названием «всплеска». Он может быть
объяснен тем, что временные шаги и пространственные ‚размеры
плохо согласованы и водоносный горизонт не может численно
«абсорбировать» запущенную массу загрязнителя. Временные
шаги следует подбирать осторожно и приспосабливать к задаче.
Часто, принимая приращение во времени равным общему члену
теометрической прогрессии (А/, = а А при 1 <а < 9), можно
добиться сглаживания «всплеска». Например, Шамир и Харле-
мен [247] в некоторых своих задачах использовали а = 1,3.

Рекомендуется исследовать некоторую модель при скачкооб-
разном изменении единичной концентрации на входе, чтобы со-
гласовать шаги по времени и пространству прежде чем использо-
вать ее при обычных граничных условиях.

2. Численная дисперсия. Рассмотрим запуск
загрязнителя при скачкообразном изменении единичной концен-
трации на входе в одномерный поток:

д°с
ка — ,

Примем К — 0. Аналитическое и численное решения для момента
времени # дано на рис. 9.4.5.
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Рис. 9.4.4. Всплеск
1 — численное решение; 2 — аналитическое реш

Рис. 9.4.5. Численная _дисперсия.
1 — аналитическое решение; 2 — численное_решение

Форма рассчитанной кривой объясняет, почему этому явлению
дано название «численная дисперсия»: оно ведет себя так,
как будто _ конечно-разностная аппроксимация уравнения —
и (де/дх) == де/дс/дЕ была на самом деле аппроксимацией некото-
рого уравнения дисперсин:

д%с дс _ дс
Роа- “а т°

Коэффициент Э) не имеет физического смысла. Некоторые объяс-
нения были даны Лэнцем [164, 165 ]. Численная дисперсия пред-
ставляет собой ошибку усечения; конечно-разностные аппрокси-
мации производных первого порядка (как временных, так и_про-
странственных) дают рост ошибочных членов пропорционально
производным второго порядка (см. раздел 9.4.1), коэффициенты
пропорциональности зависят как от пространственных, так и от
временных приращений.

Возьмем наш простой пример; первая пространственная пронз-
водная аппроксимируется разностью назад:

и н оо=ева —

Таким образом, вводится коэффициент численной дисперсии
— Ах/2, который может иметь порядок коэффициента «физиче-
ской» дисперсии К. Эта искусственная дисперсия имеет большое
значение в области динамической дисперсии (когда К = си) для
значений порядка Ах/2. Никакого реального решения для этой
аномални еще не найдено, кроме опробования среднего коэффи-
циента продольной дисперсии вида (аи — и Ах/9), позволяюще!
несколько сгладить численную дисперсию.

246



Конечно, в задачах крупномасштабной дисперсии численная
дисперсия может быть пренебрежимо малой при соответствующих
размерах сетки.

9.4.6. Метод характеристик

Для того чтобы уменьшить или исключить вышеупомянутые
трудности, Гарднер и др. [121] ввели экспериментальное улуч-
шение схем классического конечно-разностного решения, которое

они назвали методом характеристик. Задача по-прежнему аппрок-
симируется конечными разностями, но физические соображения
о развитии дисперсии приводят к уравнению в частных производ-
ных первого порядка, которое эквивалентно уравнению дисперсии
и к определению его характеристических линий.

Задача определяется уравнением дисперсии:
д°С , д°С ос дс _ дс

Киза"Р Ктар — Окр — Чуоу = ар›
где

& [ др да & [ др да0н= —(ар На), 0,= — @(НЕ ), 412)
Считая, что дисперсией можно пренебречь по сравнению с конвек-
тивным переносом, они приравнивают это уравнение к уравнению
в частных производных первого порядка и ищут его характери-

стики, решая обычную систему:

ай = И, ау = ,, (9.4.13а)

ос д*С | „ д— КЕН К, (9.4.14а)

Характеристики 1120 ] определяют решение. Движущаяся точка
(х»» ир) связывается с каждой характеристикой ), которая задается
ее параметрическим уравнением х, (/), ур (/), где & — время.

Экспериментальная область, которая предполагается прямо-
угольной, разбивается обычной стационарной сеткой на прямо-
угольники размером Ах и Ау. Каждая точка (& ]) располагается
в центре прямоугольника ,. Первоначально движущиеся точки
распределяются произвольно при начальных координатах х, (0)
н # (0) и начальной концентрации С, (0). Двух движущихся точек:
на интервал сетки достаточно (большее число не увеличивает точ-
ности метода).

С, рн В точках сетки известны, вязкость и плотность в каж-
дой точке известны, а давление определяется из уравнения (Ф при-
нимается постоянной):

@у [(&/н) (тач р -- раг ца )

Это уравнение решается методом Писмана и Рэшфорда. С помощью.
системы (9.4.19) способом билинейной интерполяции определяются
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компоненты скорости в центрах интервалов сетки и в любой точке.
`Новое положение точки (х», у,) определяется из (9.4.13а) следую-
щим образом:

Хр == Хра Е А (Хр ло Ир п)»
оь т == Уря ТЕ В,И (р п› бр п)

Затем проверяются все точки, чтобы определить прямоугольник
К, у в котором они лежат. Каждый прямоугольник К, ) характе-
ризуется концентрацией С „ п› равной среднему из концентра-
ций С,„ » всех точек в их новых позициях в К, ,. Изменение кон-
центрации, обусловленное дисперсией, в каждом прямоугольнике
определяется из уравнения (9.4.14а):

АС „ан = (МФ) (КАЗС |.я -- КтАСЯ , )» (9.4.146)
тде А$ и А} — аппроксимации д°С/дх? и д°С/ду?.

Каждая движущаяся точка характеризуется затем новой кон-
центрацией:

Ср тны = оп + АС )т
Изменение концентрации, обусловленное дисперсией, одинаково —
для_всех точек, попадающих в один и тот же прямоугольник.

Концентрации в точках стационарной сетки при новом времен-
ном шаге тогда определяются выражением:

С а" АС |, н
Эта процедура затем повторяется для каждого последующего вре-
менного шага. Описываемый метод предотвращает численную дис-
персию: если дисперсия равна нулю (К, т = 0), нет никаких
изменений концентраций Сн Таким образом, любой разрыв
в концентрации сохраняется и переносится.

`Несмотря на то что численная дисперсия устраняется, «всплеск»
остается [223 ]. Этот метод может представлять интерес для очень
частных задач [228 1, но плохо обобщается. Метод весьма трудоем-
кий и требует больших затрат машинного времени.

(9.4.136)

Сулуты =

9.4.7. Аппроксимация конечными элементами.
Метод Галеркина

Конечно-разностные схемы вводят дискретизацию моделируе-
мой области квадратами, прямоугольниками, либо параллелепи-
педами. Такое представление неудобно, когда границы имеют кри-
волинейные очертания или когда перенос происходит не`по прямым
линиям. Очевидно, что конечно-разностная аппроксимация всегда
возможна, но она может вносить погрешности усечения больше,
чем обычные экспериментальные погрешности. Необходимо улуч:
лшить представление области, что достигается аппроксимацией
нечными элементами.

248



Основу аппроксимации конеч-
ными элементами составляет раз-

деление моделируемой области на е
подобласти или конечные элемен- 2
ты, обычно одинаковой формы. Не-
известная функция с аппроксими- 7
руется приближенным решением &
линейной формы:

ь Рис. 9.4.6, Область,'разделеннаяна
У а, конёчные элементы, [201 ].
6ь 1 — область; 0; 2 — область О: 3 —

узлы

тде _ , — линейно — независимые
подобранные функции, которые определены на всей моделируе-
мой области и на ее границах, @ — неизвестные параметры,
подлежащне последовательному определению. В дискретизиро-
ванной области (рис. 9.4.6), обычно в вершинах элементов_ и в ха-
рактерных геометрических точках, выделяется л узлов. Прибли-
женное решение представляется по частям, от элемента к элементу
по всей области в виде пространственных переменных, узловых
значений функции и её производных.

Имеется, главным образом, два типа методов, а именно: метод
невязок и вариационный метод, использующие пробные функции,
такие как ё

1. Если с удовлетворяет некоторому уравнению / (с) == 0, то
приближенное решение & Здовлетворяет некоторому уравнению
1 6) К, где & — невязка. Задача состоит в минимизации & неко-
торым образом. Обычно это осуществляется путем минимизации
весовой функции от & в хорошо выбранном векторном пространстве.
Метод Галеркина, подробно рассматриваемый в этом параграфе,
является методом невязок. Условия минимизации порождает си-
стему алгебраических уравнений, которая может быть решена
классическими методами линейных систем.

2. В варнационном методе решение с дает экспериментальное
значение некоторого функционала Ё (с). Метод заключается тогда
в подстановке ё в Ё` и минимизации Ё (ё), которая приводит к си-
стеме алгебраических уравнений, а решение этой системы (класси-
ческими методами линейных систем) дает коэффициенты а; [201 ]

Возможность применения метода невязок, названного методом
Галеркина, к решению задач дисперсии была обоснована Пинде-
ром [214]. Он применил его к задаче загрязнения водоносного.
горизонта хромом.

Дисперсионная схема определяется уравнениями:

1 (е) = @(К гаа ) — у (ис) — © -- @г =0,

1„ (#) == @у (Т' стач #) — % -0=0.
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Обозначения см. в гл. 3. @ — функция притока, объединяющая
дебит скважины и перетекание в напорные слои, а с' — концен-
трация загрязнения в жидкости источника.
Приближенные решения имеют вид:

ё )ЪС.(Ъ)Ц(Х)У Й="`|Ні(1)щ (,
тде х означает (х, #, 2, -

Ири @, (?= 1, ... п) —- базисные функции, удовлетворяющие
граничным условиям для каждого уравнения. Эти базисные функ-
ции линейно независимы и представляют первые л функций пол-
ной системы в моделируемой области. Задача состоит в том, чтобы
определить коэффициенты функций С, (3) и Н, (2), которые мини-
мизируют линейные формы / (с) и / (й).

Минимизация Г. (с) осуществляется приравниванием нулю л
интегралов от взвешенных невязок / (8):

|1.(@)0, 4р =0 ( =1,2, „. п)
ь

Весовыми функциями являются базисные функции ,. Таким же
образом получаем:

| 1» (@ о; ар —0 (
ь

Замечание. Геометрически эти зависимости выражают тот
факт, что если проекции вектора на три обычных координатных
оси в пространстве А равны нулю, то и вектор является нулевым.
Это свойство распространяется на более общие функциональные
пространства, связанные с полными базисами. Система функций
, называется полной, если любая произвольная функция /
приемлемая для рассматриваемой задачи, может быть аппрокси-
мирована линейной комбинацией.

4.15)

!
,!

П ало Й) (9.4.16)

3 «;(
е

с любой заданной точностью путем подбора достаточно большого.
п. Когда л стремится к бесконечности, ряд

л

а(,
&

сходится (в некоторой норме) к /. Полный базис в общем функцио-
нальном пространстве выполняет роль, что и обычный базис в л-
мерном векторном пространстве, подобном, например, ®%. При-
годность метода Галеркина для применения ЭВМ зависит от вы-
бора базисных функций и элементов. Пиндер использовал криво-
линейные изопараметрические четырехугольники (рие. 9.4.7).
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Рис. 9.4.7. Деформированные смешанные изопараметрические четырехугольные
элементы в общей () и локальной () системах координат [214].
Цифры в кружках: / — кубическая сторона; 2 — линейная сторона; & — кводратиче-
ская сторона: 4 —- помер” уэла

Линейные, квадратичные, кубические многочленные базисные
функции могут быть определены на гранях элементов и на каждой
грани использованы функции разных порядков, чтобы приспосо-
биться к геометрии границ или ожидаемой форме неизвестного
решения. Для облегчения интегрирования вводится безразмерная
криволинейная система локальных () координат, в которой эле-
менты представляют собой квадраты с узловыми точками, распо-
ложенными по середине стороны (квадратическая сторона) или на
концах отрезков‚ равных одной трети стороны (кубическая сто-
рона) (рис. 9.4.7 [201, с. 86]). Функции (/; (©) и`®, (х) записы-
ваются в переменных и подбираются таким образом, чтобы они
‘удовлетворяли основным требованиям для базисных функций и свя-
зывали общие и локальные системы координат [280).

Из дисперсионной схемы и формул (9.4.15) и (9.41.16) можно.
получить две системы алгебраических уравнений:

{No С -- [М {4С/4} -- {Р} == 0, (9.4.17)

ГТР( МУ -- 181 {ануае) -- 10} (9.4.18)
тде No М, Р, ® — матрицы (л — т) Х (п — т) (т — число пас-
сивных узлов, обусловленных граничными условиями задачи
Дирихле), С, Н, @/а и @Н/а? — векторы, содержащие неопреде-
‘ленные коэффициенты и их временные производные. Коэффициенты
коэффициентных матриц выражаются в величинах интегралов по
области базисных функций и их производных. Вычисление этих
интегралов производится (лучше в локальной, чем в общей системе
координат) в пределах интегрирования от — 1 до -+-1 с использова-
нием квадратуры Гаусса. В соответствии с опытом с помощЬЮ
этих интегралов могут быть получены точные решения. Коэффи-
циенты зависят от граничных условий.

Системы (9.4.17) и (9.4.18) решаются путем аппроксимации
временных производных от концентрации и гидравлического на-
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пора по конечно-разностной схеме с разностью назад в уравнении
дисперсии:

1 {С нна -- 1М) ({С|ум — {СУЛАЕ -- 1} == 0
(РИЦА ле Р (( нале — { ае -- 10 = 0.

Эти ‘уравнения решаются последовательно для каждого временного.
шага, для данных начальных и граничных условий.

9.5. ТЕОРИЯ БАЛАНСА ПОТОКОВ УРАВНЕНИЯ ФИЛЬТРАЦИИ

Одним из основных параметров загрязнения подземных вод
является скорость подземных вод. Мы уже исследовали полевые
методы, с помощью которых определяется этот фактор. Конечно
такие методы не могут быть использованы в прогнозных моделях
и в моделях управления, когда водоотбор и восполнение изме-
няются, когда проектируются новые скважины и предприятия,

и вообще всегда, когда режим загрязненного водоносного гори-
зонта изменяется во времени. Таким образом, необходимо про-
ведение математического моделирования движения подземных водь

Основное уравнение фильтрации имеет вид:

« (Г дга Н) = $ ! -0 (9.5.1) —
тде Т = Ке — проводимость водоносного горизонта (см. при- _
лож. 1), $ — коэффициент водоотдачи, Н — напоры, @ — интен-
сивность источников (например, испарение или скважины).

Это уравнение можно аппроксимировать, используя математи-
ческие результаты раздела 9.4. Но в этом параграфе рассматри-
вается метод дискретизации, который ближе отвечает физической
сущности явления и иллюстрирует принципы моделирования,

кратко изложенные во введении. Эти методы дополняют друг друга
и в любой реальной задаче могут быть использованы совместно.

Ради простоты рассмотрим двумерный в плане напорный водо-.
ноеный горизонт, третье измерение включается в значение водо-
проводимости. Наши результаты могут быть легко распространены
на более общие водоносные горизонты и мы представляем это чи-
тателям.

9.5.1. Баланс элементарных блоков

Основной принцип заключается в мысленном выделении блока
грунта; вода входит в него через некоторую поверхность и выходит

через другую; кроме того, некоторое количество воды накапли-

вается в порах. Применим закон сохранения массы, полагая, что
если блок получает воду, то полученное количество является поло-
жительным, а если он теряет воду, то потерянное количество яв-

ляется отрицательным. Баланс массы тогда запишется:

Накопленная вода = полученная вода — потерянная вода
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Рис. 9.5.1 Рис. 9.5.2.

Теперь проанализируем различные компоненты этого баланса.
Блоки грунта представляются в виде кубических элементов © дли-
ной ребра Ах. Водоносный горизонт дискретизируется, как пока-
зано на рис. 9.5.1.

Замечание. Эта теория справедлива и при любой другой
дискретизации водоносного горизонта. Простые геометрические
‘условия в примере не предполагают какого-либо упрощения теории.

Центром элементарного блока является С; No, $, Е, \No — соот-
ветственно центры блоков северного, южного, восточного и запад-
ного по отношению к С (рис. 9.5.9).

Распределения напоров и фильтрационные параметры опреде-
ляются путем отнесения среднего значения рассматриваемой вели-
чины в этом блоке к его центру и вычисления баланса блока С
в промежутке времени от & до &,. Плотность воды принимается по-
стоянной; таким образом, рассматривается только уравнение
сохранения объема.

Накопленная вода. Между моментами времени #, и #, пьезомет-
рический уровень меняется от Н, до Н;. По определению коэффи-
циента водоотдачи, накопленный объем воды алгебраически равен:
(Накопленная вода между & и &) = $. (Н? — Н.) Ах*,
— если уровень поднимается, накопление положительное,

— если уровень опускается, накопление отрицательное.

Полученная или теряемая вода. Она имеет два происхожде-
ния: 1) вода, которая течет через блок благодаря обмену с сосед-
ними блоками, называется транзитной и 2) вода, наливаемая
в скважины или откачиваемая из них, испарение, инфильтрация,
называется привносимой.

1. Транзитная вода. Поток воды от блока No к блоку С равен:

„Не — Нс
Фос = ТоАхе д *

Те — средняя проводимость поверхности раздела блоков. Самая
грубая аппроксимация (основанная на регулярности свойств водо-
носного горизонта) имеет вид:

Та = (Га --То.
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В соответствии с этой аппроксимацией:

Ф —- (То -Та (Н, — Но.
Определяя потоки из других блоков, получим общий поток Фдоли.;

Фн = — (Г - То(На —На -- (То--То(Нз — НО +
+ар (в-ЬТо(Нв — Нд --р (Ги--То(Нв — Но).
2. Привносимая вода. Приток этой воды @, равен:
@ = + (сумма расходов налива в скважины) — (сумма де-

битов откачивающих скважин) -- инфильтрация — испарение. За
время от & до & количества транзитной и привносимой воды соот-
ветственно равны: @ (& — 4) и @, (1, — ).
Баланс потоков тогда запишется в виде:

5. (Н — Но) А = Флом (& — &) -- ©;(& — 4)
и, полагая А#= & — 4, получим дискретизированную форму
‘уравнения фильтрации:

КЕЫ оГЕЙНО ЕНО к
+р (Та-ЬТо(Нз — Но) --р (Тв--То)(На — о)- .
+=р@и-НТо(Не — Но] + & (9.5.2)
Замечание 1. (Н; — Н.)А% представляет собой среднюю

скорость изменения пьезометрического уровня за период времени`
между & и &

Замечание 2. @,/Ах* — осредненный приток через единич-
ную площадь поверхности блока. Это значит, что обмен поверх-

„ностью (инфильтрация и испарение) и точечные источники (сква- _
жины) осредняются в пределах блока.

`Уравнение (9.5.2) является аппроксимацией уравнения (9.5.1),
которая основана только на законе сохранения массы и отражает
физическую сущность уравнения (9.5.1). На самом деле некоторые
авторы [83 ] выводят (9.5.1) из (9.5.9), определяя пределы различ-
ных членов, при Ах и А& стремящихся к нулю.

9.5.2. Граничные условия

Водоносный горизонт ограничен и обмены водой с внешней об-
ластью управляются граничными условиями, которые бывают:
двух типов:

1. Граничные условия внешние по отношению к уравнению.
Наиболее обычными являются:
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— постоянные потенциалы; они возникают благодаря наличию
прудов, озер, поверхностных водотоков, прорезающих водоносный
горизонт.

— нулевой поток; он обусловлен непроницаемой границей;
— потенциалы, изменяющиеся во времени, такие как уровень

моря в прибрежных водоносных горизонтах.
2. Граничные условия внутренние по отношению к уравнению.

Рассмотрим скважину. Если ее размер мал по сравнению с величи-
ной ячейки сетки, её расход может рассматриваться как приток
в этот блок и включаться в уравнение как некоторый @,. Таким же
образом испарение и инфильтрация могут рассматриваться либо
как условия с переменным расходом, либо как приток, включае-
мый в уравнение. В зависимости от задачи имеет либо граничные
условиоя‚ либо особенности, поля включаемые в уравнение как
член @,.

9.5.3. Простой пример.

Рассмотрим водоносный горизонт, дискретизированный в соот-
ветствии с рис. 9.5.3. На рис. 9.5.3 показаны значения проводи-
мостей, граничных условий и особенности поля. Режим устано-
вившийся, т. е. независящий от времени.

Можно написать уравнения потоков для каждой ячейки сетки
(табл. 4.

Расположим коэффициенты Н,, Н и Н, для каждого уравне-
ния в табл. 5.

Таблица 4

Номера
ячеек,

Поток поступающий з ячейки.

Раскод

8 Е м

+8 (и-Но | +8 (—а | +0 о+7313—НЬ НЙ й | —
74 13 | 0 НН Н,—Но) 0

Таблица 5

`Номера. Коэффициенты
‘ичек т | = ‘ т

4 —24 8 о
5 8 — 1

6 0 4 —10
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а

Ча о|о 6 | 4 | 2 ЕЕ
э 17 |? 2 57

‘055\0622'_
аеча ЕЕ " | з | 5

Т

грация ячеек; 6 — распределение`проводимости (м%/с- 10
вия: 7 —- постоянные потенцналы, 2 — непроницаемые ‘грапицы;
расход (4%/с: 107) пусковой скважины

— граничные усло-
— расположение, й

Коэффициенты обычно записываются так:
—24 8 -0 Н, — 144

8 —24 4 Н |= | — 138 |.
0 4 —10 1н, —70

Коэффициенты матрицы Н,, Н, Н, называются гидравлической
матрицей или матрицей проводимости Т.

9.5.4. Некоторые свойства матрицы проводимости

В предыдущем примере мы наблюдали, что матрица проводимо-
сти является матрицей диагонально доминирующей и симметрич-
ной. Это ее главные свойства.

1. Симметрия. ё и / номера двух соседних блоков, поток от ё к /
равен по абсолютной величине потоку от / к . Коэффициент при Н,
равен коэффициенту при Л,.

2. Доминирование диагонали. Рассмотрим уравнение баланса
потоков в точке с при установившемся режиме:

Тме(Ну — Н:) - Тос (Нв — Н - Тис(Ни — Но) --
- Твс(Н — Нс) = дс;

Таблица 6

Номера ячеек

ЗЕНОр 8217 в |2оуо| а: 56

7
8Гя 9

4н +-в, н8 0Х—ВН. |—-24,НД-НАН, --7На —7
Н» ЧНАЙ, -0 Ннан,| —0

н и
е 12

Нн, | 18



представим этот баланс в виде:

Туей и -- ТосНэ-- ТесНв -- ТвоНв —

— (Глс -- Тзс -- Тис - Тво) Нс = @.
Оказывается, что коэффициент при Нс лежит на главной диаго-

нали и больше или равен сумме других коэффициентов, которые
положительны.

Строгое неравенство может быть в случае, когда блок, скажем
М, имеет заданный постоянный потенциал на границе. у известно
и уравнение баланса потоков тогда можно записать:

ТъоНз -- ТисНу -- ТвсНв— (Тис--Тэс--Тус--Твс) Нс==
=@с— ТмоНм,

сохраняя неизвестные только в левой части. Неравенство оче-
видно.

Замечание. Рассмотрим предыдущий пример. Можно.
записать полную систему уравнений для всех блоков (табл. 6).
Это, однако, неэффективно, так как уравнения 1, 2, 3, 7, 8, 9 бес-
полезны. Запишем матричную систему:

100 0 0 000 074 Г 77 Давление
о10 о 0 0000|| Н, 8 »
001 0 0 90000 || Н, 9 »
800 —24 8 90800|| Н, 0 | Расход.
050 8—24 4070||Н, |=|—7 »
002 0 4 —10004|| Н, 0 »
000 0 0 0100|| Н, 11 | Давление
000 0 0 0010 || Н, 12 »
000 0 0 90001|| Н, _ 13 | »

Эта матрица остается еще диагонально доминирующей, но она
потеряла свою симметрию, так как в одно и то же время содержит

уравнения давления и уравнения потоков. Это как раз то, чего.
не следует делать.

9.6. ПРАКТИЧЕСКОЕ ИСПОЛЬЗОВАНИЕ МЕТОДОВ
МОДЕЛИРОВАНИЯ И ПРОГРАММИРОВАНИЯ

Мы показали два типа методов:
1) аппроксимация: явная, неявная, Кранка— Николсона или

НМПН, которые дают оценку С (Е-- А по С (2);
®) процедуры: точечной или блочной последовательной верхней

релаксации, Гаусса—Зейделя или Якоби для решения систем
линейных уравнений с помощью итераций. Методом исключения
Гаусса системы линейных уравнений решаются прямым обраще-
нием матрицы коэффициентов системы.
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Рис. 9.6.1, Меняющаяся сетка

Рис. 9.6.2

Метод полного решения состоит тогда в отыскании аппрокси-
мации нестационарной задачи. Если аппроксимация явная, то.
С (Е + А%) вычисляется простым сложением и умножениями; если
аппроксимация неявная (или Кранка—Николсона), то чтобы -
решить систему линейных уравнений на каждом временном шаге
необходимо выбрать соответствующую процедуру. Если аппрок-
симация соответствует НМПН, то на каждом временном шаге с по-
мощью метода исключения Гаусса. В случае стационарной задачи,
конечно, должна использоваться какая-либо определенная про-
цедура.

‘ыбор аппроксимации и процедуры должен зависеть от гео-
метрии области; НМПН должен быть зарезервирован для абсо-
лютно прямоугольных или выпуклых областей; точечная последо-
вательная верхняя релаксация может быть использована в случае:
сложной геометрии. Блочная последовательная релаксация может
быть использована в случае, когда геометрия сложная в одном на-
правлении и простая в другом.

Когда необходимо уточнить сведения о части области, вводится
меняющаяся сетка (рис. 9.6.1) и применяется точечная последова-.
тельная верхняя релаксация. Такая ситуация возникает, например,.
когда изучается загрязнение вблизи водоотборной скважины.

В качестве иллюстрации здесь приводятся три основные про-.
граммы, а именно: две процедуры и трехдиагональное исключен

Гаусса. Хотя они, вероятно, не являются оптимальными вариа!
тами записи задачи на Фортране, но могут быть использов:
в качестве контроля упражнений студентами.

Процедуры предназначены для решения следующей зада:
Горизонтальный водоносный горизонт представлен дискретиз!
ванной областью (рис. 9.6.2). Нужно определить потенциалы,
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известно, что потенциал на границе равен 100 м. Проводимость
постоянна и равна 10® м%/с. Имеется скважина в центре, из кото-.
рой производится откачка, с дебитом 0,05 м%/с.

Режим установившийся, и модель определяется уравнением
(9.5.2) с Не = Нс.

1. Процедура Гаусса—Зейделя:

РЕОСКАМ СА$ИМРОТ, ООТРОТ)
МЕТНОР ОЕ СА0$$ 5ЕТРЕТ,
Р1!МЕМ51ОМ Т@1, 11), @@1 11), НЦ21, 11),

+ ОАТА 1NoРОТ *
ЖЕАр 100, 1М1\, 1МАХ, ЗМ1М, ЗМАХ

100 ЕОВМАТ (413)
1No, 1МАХ.

ж МАЬ СОМРТТОМ5$ ж

Н, ) =0
2 СОМПМОЕ

0О 3 1=1М1М, 1МАХ.
'Н1(, ЗМ1МNo)=100.
Н, УМАХ)=100.

3 СОМПМОЕ.
РО 4 З= ЛМ1М, ЗМАХ

‘н М1М, З) 100
НТОМАХ), 00

4 СОМТМОЕ
РО 5 1-=1, 150
О=0.
ТМ 1МА
1МА=1МАХ—1
ЭМММ

* ВООМРАВУ СОМРИТОМ5$ ж

.5# (Т(, -ОН1 5)
0.5ж (( )--ТО, 3Н1),
0.5ж (Т0, )Т( 5--1)

ттот=ТМ+-Т5-РТМНТЕ,
2=ТNo ж Н11--1, )--Т5 # НТОНН1, -Т ж Н, НН
—-Т\ # Н10, 5—1)
2 =2/ТоТ

* СОМРОТАТТЮН ОЕ ТНЕ КЕЪРОЕ *
у=0+@—Н(, 1)) # (2—Н10, 1))
н10, 3)=2

6 СОМПМИЕ,
ТЕ (0—0.001)6, 8, 7

7 СОММОЕ
РЕТМТ 1000, 1, 0

5 СОММШЕ
* ВЕБШГТ$ ж
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8 РЕГМТ . 1001
РО 10 1=1М1М, 1МАХ
РЕТМТ 1002, 1 (Н1(, ), 1=1М1\, ЗМАХ)

10 СОМПМОЕ.
1000 ЕОВМАТ(5Х, + 1ТЕКАТ1ОМ #, 13, # ВЕБООЕ #, Е15.8)
1001 РОКМАТ(НИ, 5Х, # РОТЕМТТАГ, МАР # /)
1002 ЕОВМАТИН, 12, 3Х, 11(810.3, 1Х)/)

5ТОР
ЕМр

2. Последовательная верхняя релаксация

РЕОСКАМ 5ОВ(МРОТ, ОСТРОТ),
МЕТНОР ОЕ ЕВАМКЕГ—-УООМС

Р1МЕМ510% Т(@21, 11), ©@21,11), Н1 @1, 11)
а * РАТА 1МРОТ *
—

ВЕАР 100, 1М1No, 1МАХ, УМ1Н, ЗМАХ
100 ЕОКМАТ(413)

РО 1 1=1М1М, 1МАХ.
—.'ОР%Ш, УМАХ

001

1
©(11,6)=0.05

РО 2 1=1М1No, 1МАХ,
РО 2 Э= 2М1М, ЗМАХ

* !МИТТА!, СОМОТЛОМ$ ж

Н, 3)=0.
2 СОМММИЕ

ж ВОЦМОАВУ С ВОМРИОМ$ ж
РО 3 1=1М1М, 1МАХ
Н10, Зми)=100.
Н1(, УМАХ) = 100

3 СОММОЕ
РО 4 2= М, УМАХ
Н10М1М, 5)== 100.
НТИМАХ, 3)= 100.

СОМТ...ЦЕ
5 1и=1, 150

1М1 ТМ1М-Н1

о55# (та -- т(—1, 1)
‚5* (Т(!Л)--ТОС1, ),
„ж (ТО, --а 3-Н1))

т\/==0.5 # (ТО, )- Т( 3—1)
тТоТ= ТNo--Т5-РТМ--ТЕ
2=ТХ ж Н0 3)--Т5 ж ННОННА, Л)-НТЕ ж НА( 3-Н1)--ТМ
аН, 3

За # СОМРОТАТЮМ ОЕ ТНЕ ВЕЯОРШЕ *
—Н, 3)
НЕУж\
—Н, Э-В жУ

6 СОМНМЦЕ
ТЕ (0—0.001)8, 8, 7



7 СОМПМОЕ
РЕТМТ 1000, 1, 0

5 СОМТТЧОЕ
* КЕБОГТ$ #

8 РЕТМТ 1001
РО 10 1=1М1М, 1МАХ
РЕТМТ. 100% 1, (НТО, 4, У=ЛМ1М, ЗМАХ)

10 СОММИЕ.
1000 ЕОВМАТ(5Х, + 1ТЕВАТТОМ #, 13, + ВЕВРОЕ #, Е15.8)
1001 РОВМАТ(НИ, 5Х, # РОТЕМТТАГ. МАР 11)
1002 ЕОВМАТОН, '12, 3Х, 11(#10.3, 1Х)11)

5ТОР
ЕМО

3. Трехдиагональный метод исключения Гаусса. Решение системы (9.3.1).
Р1МЕМЫЮМ АЕ(No), ВЕТА(М), В(\), С(®), Р(®), ХО

АСЕ()=РО)В()
СУ В()

(0()-—А0) я АЕРО.-1)ВО) _ А0) # ВЕТА(-—1)
ЕТА(!)--С(|)/В(1)—А() ж ВЕТА(!-1))

1 СОМИМИЕ,
Х(No)=АСР(\)
Нем-1

РРа21=
теNo-Ш
Х()= МР()—-ВЕТА() # Х(--1)
СОМПИЧИЕ.

ЕМр



ПРИЛОЖЕНИЕ 1

ОСНОВНЫЕ СВЕДЕНИЯ О ДВИЖЕНИИ
ПОДЗЕМНЫХ ВОД.

Данкое приложение предназначено для того, чтобы дать лишь основные
определения, связанные с практическими аспектами. движения ‘воды в породе
и его измерениями. Например, мы подходим к понятию «напор», только взанмо-
связывая его с уровнем воды в скважнне, который в действительности является
лишь практическим мерилом напора в водоносном горизонте. Если читатель
имест намерение глубже вникнуть в теорню движения подземных вод, то имеется
много учебников на эту тему, таких как Д. Бэра [17], Д. Тодда 263 Ди Виста
|65], в частности, в них можно найти описание. ‘случая непотенциального течения:
(который мы здесь не рассматриваем) н общих аспектов закона Дарси.

П.1.1, Причина движения подземных вод

Причиной движения подземных вод является гидравлический потенциал
нли напор. Этот потенциал представлен уровнем воды в буровых скважинахь
Разность напоров между двумя точками равна разности уровней воды в двух
скважинах, пробуренных в этих точках. Фактически, причиной доижения. воды.
является разность потенциалов: ‘

— если жидкость имеет одии и тот же напор повсеместно, то движение отсут- _
ствует;

— ссли имеет место разность напоров в пространстве, то вода движется в на-
правлении уменьшающихся напоров (рис. П1.1.1).

Краткий экскурс в теорию гидравлики. ИЗ гидростатики известно, что ру —
= р (No — 2)), р — давление, р — плотность, @ — сила тяжести, й и г обозначены.ма ‘рис. П1

л, = Р/ра -- гь
Л, — напор в точке 1, Фактически напор задается зависимостью:

й == рИрЕ- а- г,
тде о — скорость движения воды, В пористой среде величиной # можно прене-
бречь. Вдоль линии тока, согласно Бернулли, имеем:

РИРЕ-Н 2 = раРЕ-Н га "Н М,
тде АА — потеря напора (понижение) за счет необратимого рассеяния энергии,
‘обусловленного вязкостью,

Следовательно, разность напора определяется разностью уровней воды.
[

П.1.2% Напорный и безнапорный водоносные
горизонты. В

Скважина бурится на водоносный горизонт, буренне останавливается, как _
только в скважине появляется вода:

— если при этом уровень воды в скважнне устанавливается выше забоя сква-.
жины, то водоносный горизонт является напорным;

— если уровень воды в скважине не поднимается, то водоносный горизонт`
является безнапорным.
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Направление потока

Й
у
Й
Й
Й
Й
Й
Й
Й

Песок,насыщенный
водой.

[ ооооОРоОННЕНЕ

Рис, П.1.2. Иллюстрация к понятию - напора

Рис. П.1.3. Напорный и безнапорный водоносные горизонты.
1 — зеркало грунтовых вод; 2 — безнапорный подоносный горизонт; @ — напорный:
водоносный горизонт; 4 — водоупорный пласт; & — артезианская скважина.

Один и тот же водоносный горизонт может быть напорным в некоторых райо-
нах и безнапорным в других. Напорность или безнапорность являются локаль-
ным «свойством» водоносного горизонта. Здесь мы имеем дело с простейшим при-
мененнем. принципа сообщающихся сосудов (рис. П.1.3).

Вода в буровой скважине. стабяизируется на уровне, иазывасом. льезо-
метрическим. Поверхность, которая объединяет все уровни воды во всех точках,
представляет собой пьезометрическую поверхность. Если пьезометрическая_по-
верхность идентична зеркалу грунтовых вод, то она является свободной поверх-
ностью и водоносный горизонт — безнапорный. В противном случае пьезометри-
ческая поверхность всегда выше зеркала грунтовых вод.

П.1.3. Гидравлический граднент и скорости.

Гидравлический граднент, Рассмотрим две точки А и В вдоль горизонтальной
линни тока н соответствующие им напоры (или пьезометрические уровни) Ид
и Ив. Расстояние между А и В вдоль линии тока @. (рис. П.1.4).

Гидравлический граднент в направлении от А к В:

Нв— НА
— ЛЮрла,

Он является алгебраической величиной. Если гидравлический граднент берется
по направлению потока, то он отрицательный, так как мы отмечали, что поток
движется в направлении уменьшающихся напоров.
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А'

Рис. П.1.4 Рис. П.1.5

Величину Ив—Нд называют разностью напоров между точками А и В.
Скорости. Различают скорости: 1) кажущуюся — скорость суммарного по-

тока через пористую среду; ) истинную — скорость микроскопической капли воды —
в пористой среде.

‚ассмотрим пример (рие. П.1.5). Пусть точки А и В лежат на линии тока; —
вводим большое количество радноактивного трассера в скв. Г. По истечении не —
которого периода времени Т` проба в скв. ! зарегистрирует наличие радноактивной —
воды. Действительная скорость:

Т,

тде 1, — горизонтальное `расстоянне между скважинами
На самом деле, в пористой среде молекулы.не придерживаются прямолнией-

ных траекторий, скорости их выше действительной скорости, так как из-за влия-
Нх Яаердой анЫ АлинА фактической траектории — молекулы больше -

(рис. П!.1.6).
Кажущаяся скорость называется макроскопической или средней скоростью

фильтрации. И. Действительная скорость фильтрашии И, идентифицируется
© микроскопической скоростью.

П.1.4 Закон Дарси

Вдоль линии тока имеем:

Ум= — Км

где К — коэффициент, имеющий размерность скорости. Знак минус появляется
М

нз-за Уменьшения: напора в направлении движения,
'Закон Дарси констатирует, что скорость подземных вод пропорциональна

гидравлическому градненту

П.1.5. Фильтрационный расход потока.

Рассмотрим фильтрационный расход через поперечное сеченне пласта
(рие. П.1.7).

`Пусть вода течет через поперечное сечение высотой е и шириной / перпенди-
кулярное линням тока. Рассмотрим сначала сильно упрощенное явление —
силошной флюнд без твердой фазы. За пернод времени от 4, До # через поперечное:
сечение проходит объем флюнда д, что определяет длину 1 зависимостью:

а= 1её..

4. может быть представлено как действительное расстоянне, пройденное попереч-
ным сечением потока за пернод времени (;—4.
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Рис. П.1.6. Действительная (!.ф) и осредненная () траектории

Рис. П.1.7. Элементарный блок породы

Средняя скорость Им между , и & определяется тогда формулой:

Ум= 6— 6)
а расход потока @ через поперечное сечение выражается как:

@ = 9/( — () = Им:(е.

Аналогично расход потока через поперечное сечение пористой среды

@ = Ир! ()
е Ио — скорость фильтрации. Из этого сяедуст, что скорость фильтрации е
истинная скорость, а абстрактное понятие, Уравнение (П.1.1) определяет Ир
через измеряемые величины @, н ё

П.1,6. Определение пористости по Дарси

Расход потока может быть также выражен в зависимости от макроскопичес-
ской скорости Им:

9 = Ум$,
тде $ — площадь пор в поперечном сечении.

Пористость по Дарси определяется формулой:

Фр = Уо/Умь

так что, подставляя Ко = ФрКм, получим другую форму записи закона Дарси:

Ур =— Ко,

где Кр — кожффициент проницаемости.
Следует подчеркнуть, что пористость по Дарси нмеет гидравлический смысл,

так как она представляет собой часть пористой среды, проводящей воду под дав-
„лением потока. Это — эффективная пористость. Оценки процентного содержания:
пор в пористой среде дают истинную пористость Ф, бдльшую, чем Фр, что объяс-
няется присутствием тупиковых пор и адсорбированной воды или, в более общем
смысле, воды, связанной с твердой фазой, которая не принимаст участия в филь-
трации.

П.1.7, Проводимость.

Фактический `расход воды

@ = —Крей

записывается как: @ = — (Кр И = —ТИ,
тде Т = Куе— проводимость, измеряемая в [27,

Наприхер, проводимость 1 %ё при длине пстока { 1 м.н гралиенте 6— —
‘дает расход | мС.
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Понятие проводнмости обычно используется для напорных водоносных
торизонтов, когда е представляет собой мощность горизонта. Это позволяет рас-
сматривать` трехмерные случан с помощью двумерных моделей, особенно при.
оценке водных ресурсов. Такие модели не столь адекватны при анализе некоторых
‹пучаев движения подземных вод, когда требуется обобщенная Форма закона

реи.

П.1.8. Коэффициент водоотдачи

Безнапорные водоносные горизонты. Термин «коэффициент водоотдачи»
применяют для безнапорных водоносных горизонтов не вполне правомерно, од-
нако, так илн иначе, мы даем его общепринятое определение и для этого случая-

При откачке воды из водоносного горизонта пьезометрический уровень умень:
‚шается от Ид до Нв (рис. П.1.8). Объем воды Иу отбирастся © площади А. Объем.
пористого пласта, ограниченный зеркалом подземных вод, равен:

Ур = (Нд — Нв):А,
Тогда

Уу == Фр:Ир = Фр (Нд — Нв)*А,

а так как Фр < 1, то Ир < Ир.
Итак, коэффициент водоотдачи совпадает с эффективной_пористостью.
Напорные кодоносные горизонты. Термин «козффициент водоотдачи» в дей-

ствительности приемлем только для напорных водоносных горизонтов. И хотя
в обоих случаях схематические представления аналогичны, физические меха-
низмы в корне различны,

`Если И — фактический объем воды, извлекаемый из объема породы при из-
менении эффективного давления (рис. П!.1.9), то коэффициент водоотдачи опреде-
ляется зависимостью:

'

3

Иц = 5Ир

причем $ — безразмерная _ величина.
Объяснение соответствующего механизма таково *. Когда пьезометрический

‘ровень снижается, вода сжимается меньше, и это дает первые порции воды И
сли В — кожрфициент сжимаемости воды, определяемый как:

=—"Т'//Ар.
то

| 4И |= В1 Ар1иФ.

Здесь ИФ — объем воды, заключенный в объеме породы И == Ае, где е — мощ-
ность водоносного`горизонта, А — площадь рассматриваемого. учстка м:
рие. П.1.8).

Таким образом,

И = В |(Нв— Нл) ое | АеФ,
тде ® — пористость водоносного горизонта, АеФ® — объем пор. По мере падения
‚давления воды твердая фаза расширяется н «выталкивает» некоторую часть воды И

з = @ [(Нв — Нл) в) 4е (1 — Ф),
тде @ — кожффициент сжимаемости твердой фазы, Ае (1 — Ф) — объем твердой
фазы. Полный объем И отжатой воды:

У = !, + И, = 4 | Ив — На |1ФВр + (1 — Ф) од г.

* Приводимое объяснение неполно, ибо оно не учитывает измерения пори=
стости пород при измененни эффективного давления. — Прим. ред.
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Рис. П.1.8

Рис. П.1.9. К определению коэф-
Ффициента водоотдачи.
@ — напорный — водоносный — гори-
Зонт, @ —> безнапорный водоносиыЙ
торизонт,
1° единичная площадка; 2 — пье-
зометрическая. — поверхиость 9 —
водоупорный слой; 4 —- водоносный
торизонт: 8 —- уровень ̂  груптовых
в0 6 —- сдиничное понижение тье-
Зометричеекой * поверхности 7
сдиничное понижение зерка
товых. вод: 8 — подошта
ого “горизонта

Тогда коэффициент водоотдачи:
5 = [Фрк -- (1 — Ф) орд)е.

Другое полезное определение $: коэффициент водоотдачи представляет собой объем:
воды, который водоносный горизонт отдает или принимает ма еднинцу площади
пласта прн единичном изменении. напора вдоль нормали к напластованию.

П.1.9, Обобщение закона Дарси

Гидравлический градиент. Рассмотрим пьезометрический уровень No(х и 2))
в точке (х, и, 2) н линию тока, проходящую через точки А и В, соответствующих
координатам (, а, ), (ё ы бв) В некоторой системе. Гидравлический градиент-
между точками А и В представляет собой вектор, определяемый следующим об-
разом:

А @у »› 6) — & (ау, @» @3))/(6, — @)

*дв А @у› д› ё) — В (ау, @а, аз))/(6; — а;)
1А (, Ф 6з) — В (ау› ;, аз))/(6а — аз)»

Это определение граднента непосредственно вытекает из приложения 1.3. Если В:
стремится к А, то # стремится к вектору :

дв
та (ё бъ, @)

; ] д8
ЛЕ (ау аь, @)

6.
9г (@1 д дд)-

н Ё, мы будем называть гидравлическим граднентом в точке А (йгай ).
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Закон _Дарси. Пусть К является коэффициентом макроскопической скорости
яя Кр — коэффициентом фильтрации; тогда закон Дарси обобщается на первом
этапе в виде:

Ум = — Км вгай л,

Ур = —Ко кга л,

тде компоненты векторов Им н Ир таковы:

дв. ЛУме=—Китд — |Уь= — К-
дл. дв.Ум Ум„=—і‹мт Ур Ур» = — Котау”

д! дУмь=— Ки -, ое = — Ко-дй-.
Если пористая среда является анизотропной и неоднородной, то закон Дарси

„далее обобщается в виде:

дА. дв. дв.
Уох т — Ка д — Ка тди — Кн т

Замечание, Болес общая форма закона Дарси (по сравнению с использо-
‘занной до сих пор) применяется для непотенциального течения жидкости:

Ур
&

—р (втой р --р вто )

Эта форма закона Дарси должна использоваться, когда плотность непостоянна,
что имеет место в некоторых проблемах загрязнения (мы назвали этот случай
чобщим случаем» и приводнли пример с соляной интрузней из солеотвалов).

В приведенной формуле_ & — коэффициент проницаемости, No — динамиче-
ская вязкость. Если р константа, то получаем обычную форму закона Дарси:

&Ур =— М цга (%н) =— Ковтал,

где

Представление уравнения фильтрации в гидравлической форме (метод
-Эмселлема). Уравненне, описывающее движение подземных вод в напорных и без-
напорных водоносных горизонтах, выводится из уравнения неразрывности и за-°

кона Дарси [65, 17]. Для примера дастся вывод гидравлического уравнения:
чапорного водоносного горизонта <огласно Эмселяему [76]-

‘равнение (9.5.2) запишем в виде:

5 НЕДИНе = И (МА + То Ин — Но + (То-+ То) (И — И)
Э+ (Тв-+ Тс) (Нв— Нс) -- (Ти -- Т) (Нц — Нс)| + /Аз.
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я Я
Рие. П.1.10, Неустановившийся (@) и стационарный (6) режимы
Рис. П.1.11. Неустановившийся (@) и квазнстационарный (6) режимы:

я
Рис. П.1.12. Циклический режим с дефицитом,
1 — испарение; 2 — ннфильтрация:

Рис. П.1.13. Циклический_ режим с питанием

При А и Ах, стремящихся к нулю:

Нё—Нс „д
ЗелААяц @ГО

—Й де о-0

(©),

—(1‘„ +7о-й

л ®

тде { -— удельный „расход локальных источников,
‘равнение (9.5.9) пр...‹....ш вид:

0 дапа(а та (Гар +
ля

оВ
$ -др- = @( вгай ) -- 9.
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П.1.10. Некоторые замечания о режимах потока.

Рассмотрим изолированный водоносный горизонт‚ т. е горизонт, в котором
отсутствуют нсточники поступления воды; пусть из этого водоносного горизонта
проводится откачка воды с постоянным расходом, будем фиксировать изменение
уровия воды во времени.

Первоначально уровень снижается согласно характерной кривой неустано-
вившегося режима (режим распространения возмущения). По нстечении некото-того времени можно видеть, что форма пьезометрической поверхности практически
ие изменяется. Сниженне уровия водоносного горизонта идет равномерно, его
изменение в какой-лнбо точке синхронно с измененнями во всех других точках ®
и скорость снижения одннакова. Этот режим называется однородным **,

редположнм. теперь, что дожди привносят в Водоносный горизонт опреде-
ленное количество воды (согласно годовому циклу) и что это количество меньше,
чем общий водоотбор. Равномерное снижение, вызванное откачкой, будет нару:
шаться налнчнем расходов нспарения — инфильтрации; но так как в целом воды.
атмосферных осадков не покрывают водоотбора, то мы имеем циклический режим
< дефицитом (в противном случае — цикл с подпиткой).

’азличные режимы отражены на рис. П.1.10—П.1.13,

ПРИЛОЖЕНИЕ 1

ЭЛЕМЕНТЫ ГЕОФИЗИКИ, /
МЕТОДЫ НАЗЕМНОЙ ЭЛЕКТРОРАЗВЕДКИ 3

Методы _ вертикального электрозондирования широко используются _дая
-опредедения строения водоносных горизонтов, в особенности дЛя аллюВНаль-
ных водоносных горизонтов, которые по своим электрическим свойствам часто
весьма резко отличаются от контактирующих с ними слоев, Эти методы описаны
в спецнальных книгах [162, 963], обобщены Унгемахом [365],

Идея изучения естестоенных ‘эдектрических полей © поверхности была вы-
сказана еще в 19 веке, Сейчас подобные методы известны од общим. названнем
методов. естественного электрического поля (ЕГ). Позднее Шлюмберже [2],
пропуская. электрический ток через грунты н наблюдая несоответствие опытных _
‘данных идеальным схемам однородных и изотропных груптов, получил данные 0
составе и структуре подстилающих горных пород. Далее рассмотрим различные
методы электроразведки, для чего вспомним, что в полуограниченной однородной
среде, обладающей удельным эдектрическим сопротивленнем (, значение электри-
ческого потенциала от ТОЧечного источника составит:

0 () = о1,
тдег — расстояние от источника, / — сила тока. Коэффициент анизотропии имеет
вид:

^= Урар
тде рг — поперечное, а ру — продольное удельное электрическое сопротивление,

П.2.1. Методы потенциалов (МП)

В точке М (при АМ = МВ = ; рнс. П.2.1) электрическое поле приблиз!
тельно постоянно, параллельно АВ и выражается зависимостью:

[а -- азр
а ма поверхности. земли

В, = р/.

* «Во всех» — в данном случае не вполне строго. — Прим. ред.
** По принятой в СССР терминологин — квазистационарным, — Прим.
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П.2.1. Метод потенциалов

2 /
А

П.2.2. Применение метода потенцналов с одним из эдектродов, располагаемымв «бесконечности»

А т 51
аы ос лай е аЕЕЕ

А й ОРЙ 8

1П.2.3. Измерения сопротивлений

П.2.4. Электропрофилирование

Эквипотенцнальные линни для однородного грунта, которые устанавли:
ваются по измерениям в различных точках, будут иметь форму. окружностей.„Любое повышение или сижение удельного электрического сопротивления должнко.
привести к изменению сетки эквипотенцналей. Эти изменения, в идеальном случае
простой геометрической структуры (сферы, цилиндры, круглые пластины) могут
быть_определены с помощью точных_аналитических формул.

Возможное приложение этого метода к изучению процессов загрязнения: под-
земных вод состоит в следующем: один из питающих электродов помещаетсяв водоносный горизонт, а другой — устанавливается в «бесконечностн» (т ©
на очень большом расстоянии от первого) н через них пропускается электрическийток. Пусть на первом электроде создается электрический потенциал, равный 100,
а на_втором — равный 0 (рис. П.2.9).

Потенциалы выражаются в долях разности потенциалов между. питающими
электродами Ша—ь н могут быть измерены_на электродах ММ двумя путями:
1) положение эквипотенциальной линни устанавливается путем. перемещения
измерительного электрода в электрическом поле до нахождения требуемой вели-
чины потенциала, 2) потенциал м выражается по отношению к величине, измерен-
ной на неподвижном электроде (например ), обладающем постоянным потенцна-
„лом (т. е. расположенном за пределами зоны возмущения). Такая процедура поз-
воляет успешно контролнровать динамику достаточно электрически контрастных
возмущений.
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П.2.2. Измерение сопротивлений

Рассмотрим схему, приведенную на рис. П.2.3. Здесь АВ является питаю-
щей линией, а ММ — нзмерительной. Величина кажущегося сопротивления Р,
соответствующая интегральной характеристике исследуемых слоев для данной.
данны АВ, определяется из соотношения:

®“= [(аи-ат)-(ви-вк)] '-р — К,
тде К представляет собой геометрический ` характеристический |коэффицкент
схемы измерений. Величина Ра может быть выражена и как функция отношения
потенциалов в пятизлектродной схеме, когда электрод В перемещается так, как
показано на рис. П.2.3:

Фа == КА, В = АИмр/Ару» К = (АМ — АРУ(АР — АМ),
`Методы определения электрических сопротивлений исследуются при электропро-
Филировании и при измерениях в прямоугольниках.

.. Электропрофилнрование

Электроды АВ и ММ одновременно перемещаются вдоль какого-либо выбран-
ного профиля. Расстояние между электродами выдерживается постоянным,
поэтому_исследуемая глубина разреза, (которая зависит от расстояния АВ)
(рис. Г!.2.4), также остается_постоянной,

П.2.4. Измерения кажущихся сопротивлений
в прямоугольнике

Измерение величии кажущегося сопротноления проводится при данном АВ
то прямоугольной сетке электродов ММ, расположенных в прямоугольниках,
размеры которого по отношению к питающей линин являются такими, что электри-
ческое поле может приниматься постоянным За исключением немногих зон не-
однородности (рис. П.2.5).

‘акой способ измерений хорошо приспособлен для изучения поведения очень
локальных зон. При этом требуется производить вычисление коэффищкента К
'для каждой измерительной точки © тем, чтобы вводнть поправки на глубину нс-
следования для данного АВ. Исследуемая глубина в таком случае будет макси-
мальной в центре прямоугольника н минимальной на его краях.

'Для того чтобы сгладить электродные эффекты, которые могут возникать на
границе прямоугольника, при его перемещении требуется перекрывать измере:
ния.

П.2.5. Вертикальное электрозондирование (ВЭЗ)

Вертикальное электрическое зондирование представляет собой метод верти-
кальной разведки слонстой толши путем прогрессивного увеличения расстояния
между. питающими электродами АВ при сохранении достаточно малого расстоя:
ния между измерительными электродами ММ (ММ < АВ/5). При измереннях
то четырехэлектродной схеме Шлюмберже (рис. П1.2.6) отклонения, обусловлен-
мс контактом электродов © неоднородным грунтом, Контролируются перекртием
измерений путем изменения расстояния АВ (рис. П).2.7).

змерения АШ/ и / ведутся компенсационным методом с помощью потенцио-
метра, а величины кажущихся сопротивлений Ра наносятся на билогарифмиче-
скую бумагу в виде функции от АВ/Э. В таком представлении умноженке величии
сопротивлений или мощностей слоя проводится путем перемещения кривой,
параллельной оси. х или й-

"Гаким образом, электрическое зондирование дает дискретную последователь-
ность значений кажущихся электрических сопротивлений как функцию расстоя-
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АВ/я АВ/5 Ав/я

1П.2.5. Измерение кажущихся сопротивлений в прямоугольнике

11.2.6. Электрическое зондирование четырехэлектродным. методом

\9ра

1.2.7. Кривые электрического _ зон- ла {48дирования 3 ( 2
ния между электродами и источником. Интерпретация результатов измерений
является типичной обратной задачей нахождения вертикального распределе-
ния р (2), соответствующего полученной последовательности ра (2). Опишем, в об-
щих чертах, порядок интерпретации.

Предположим, что полуограниченная среда, представлена однородными гори-
зонтальными слоями, Влиянне слоя © на результаты измерения опредсляется его.

— поперечным сопротивлением и н электропроводностью Сиг определяемыми по
Фформулам:

Ва

тде р м е; — соответственно удельное сопротивленне (поперечное или_ продоль-
ное) и мощность слоя #. Принимая во внимание присутствие в породе воды, можно!
ввести еще одни параметр (называемый формационным фактором. ), равный отно-
шению действительного ‘удельного сопротивления водонасыщенного слоя породы.
(скелета н воды) к сопротивлению воды а, Р являстся функиией пористости слоя..

‚ Широко используется представление этой функции в виде соотношения Арчи?

. Ё = рра = Ф°

гёгь Си == вИРиц»

тде ® — эффективная порнстость, ! — коэффициент, зависящий от степени кон-
солидации водоносного горизонта (1 < п < 9).

`Кривая электрического зондирования представляет собой суммарное прояв-
ленне исследуемых слоев. Для нахождения пространственного спектра этих
слоев необходимо вести специальные вычислительные мстоды. Типизация кривых
и полуавтоматическая обработка их проводится в соответствии со следующими
принципами.

При. стационарном режиме для изотропной среды (р; = р;) распределение
потенциалов отвечает дифференцнальному уравненно:

д 1 д0 д
й ба Кв —
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решение которого имеет вид:

ип ) = [ [4; (2) е^* <- В; (2) 7721 (3г) @), (П.2.2)
6

тде # — номер слоя (1 < #< М), г — расстояние от источника, г — вертикальная
координата, направленная вниз, ^ — произвольная интегрированная постоян-
ная, 4а () — функция Бесселя первого рода, нулевого порядка, А; и В, — по-
стоянные, определяемые из граничных условий.

Граничные условия. следующне:
— на контакте между слоями — постоянство потенциала (Ш; — Ог н

нормальной составляющей тока ди//дп. == диу+/дп;
“5' ца поверхности земли нормальная составляющая тока везде равна нулю,

кроме источника;
яя слон М неограниченной мощности потенциая рамен нулю,

`Коффициенты А н В, определяются решеннем системы из 2// линейных у)
нений е 2М нензвестными.

Функция _ А/ (2) ** - В; () М носит название функции Стефанеско!
$ ^ р @). Потенцнал на поверхности земли равен:

и 0) = © [ + [ 50 о() / (Аг›аж} ь (П.2.)
6

Он дает эначение приведенного кажущегося сопротивления, определяемого как
отношенне измеренного на поверхности земли электрического поля к его теорети:
ческому значению, пропорциональному`

ди
—- (0

ли

ра () = 1 + 22 [..... р (2)] , (2и) @). (п.2.4)
6

Функции $ скапливает всю ннформацию о стратификации и позволяет осуществ
лдифференциацию кривых «М==слойного» типа. Например, четырехслойные кривые
могут быть получены путем разложения выражения (1!.2.4) в ряд функиий.

'Такая типизация кривых может использоваться для идентификации реаль-
ных грунтов, учнтывая некоторые ограничения метода:

1У прищий экивалентности; если электропроводиый ой задетает, между
двумя изолирующими слоями (или изолирующий слой # находится между двумя
электропроводными), кривые электрозондирования` не преобразуются_путем ум-
ножения е; и 0у на фактор К (илн, альтернативно путем одновременного умноже-
ния в; н деления ру на фактор К;

9) принцип подавления; изолирующий слой, задегает между высокоэлектро-
проводным и слабоэлектропроводным слоями, почти не влияет на электрич
зондирование.

`Спектральное представление электрического зондирования может быть пол
чено путем расчета суммарного сопротивления и электропроводности, определ
мого путем нумерации слоев вниз:

‚
В(р)= \ оуе (р

&

,

С, (р) = У еиоу»
&

сеов)}
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П.2.8, Кривые злектрического зондирования (ВЭЗ) и кривые суммарного сопро-
тивления (02).
На геоэлектрических разрезах даны ` эначения удельных сопротивлений в Ом-м

н построение графиков зависимости

ИВс(о)/С, () = /1УЕ (р) Си ()
на билогарифмической бумаге.

Дая определения величин е и у должны привлекаться также дополнитель-
ные данные: опорные скважины с геологическим разрезом или параметрические
скважины, позволяющие проводнть измерения действительного удельного электри-
ческого сопротивления. слоев.

При ннтерпретации данных могут встретиться два случая: 1) кривая полевогоэлектрозондирования соответствует существующему типу крнвых 9) несуществует
никакого соответствия» В последнем случае необходнмо провести сгяаживание
кривой.

На рис. П.2,8 приводится пример кривых вертикального электрозондирова-
ния и кривых суммарного сопротнвления электропроводности.

Интерпретация экспериментальных кривых теперь может быть облегчена пу-
тем использования методов их автоматической обработки [162 . При этом, однако,
необходимо подчеркнуть, что определение сопротивлений по эдектрическому полю.
является весьма неустойчивой задачей. Малое изменение р_дает незначительное
изменение электрического поя. Обраткое утверждение неверно н (если только
мы не имеем абсолютно точных измерений, которые получить практически не-
возможно) единственность не может быть достигнута.

10° 275



В связи с этим необходнмо:
1) вычнслить функцию ядра ® (}, (), эквивадентную & путем решения ни-

тегрального уравнения, второй член 'которого определяется непосредственными
измереннями (это ядро представляет собой преобразование по Фурье последова-
тельности электрических источников, отраженных от границ раздела элементар-
ных слоев);

) определить последовательность удельных электрических сопротивлений:
(начиная от поверхности), исходя из функции Ф.

‘акая процедура, выполненная для одного случая электрического зондиро-
вания, дает возможность провести корреляцию между данными электрозондиро-
ваний' (при допущении регулярности и непрерывности соратификацин).

ПРИЛОЖЕНИЕ 11

НЕКОТОРЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ АЛГЕБРЫ МАТРИЦ

П.3.1, Векторное пространство К

Рассмотрим прямоугольную систему координат олуя (рс. 131 На каждой
оси зададим вектор единичной длины: е) на оси о, в на оси оу н ёу на оси о, —
`Если М является точкой пространства, то любой вектор ОМ может быть записан
в виде:

ОМ = аце -|- ав +}- азву»

тде система действительных чисел (ац» ау дз) является. системой компонент век-
тора ОМ на базисе (@,, ь, ).

Геометрическим построеннем. векторов цёу, ауу дуёз устанавливаем, что

ае -- азёа-}- аца == ,

откуда
а, = оа = а = 0.

Говорят, что , ё и е незавнсимы. Легко проверить, что три вектора с общим на-
чалом 0, которые не принадлежат одной и той же плоскости, являются независи-
мыми.

`Рассмотрим_два_вектора ОУ н ОФ соответственио © компонентами (а
а» @а) н (No,, ь, Б). Скалярное произведение ОУ на О М, которое записывается
ОУ. о), определяется следующим образом:

(О ОМ) = аё -- а4 -- аоа
Говорят, что ОУ и О ортогональны, если (ОУ, ОЖ)

на вектора ОУ есть число . (ОУ) такое, что:

1 (00) = (а +а -- а)\? = [(ои, ож)|.
Она также назыоастся нормой вектора ОУ и Записывается как | ОУ [.

Система векторов ОМ для всех М обычного пространства образует векторное
пространство ® с началом в О.

1се предыдущне определения могут быть распространены на системы векто-
ров с тем же самым началом, но имеющих п компонент, т. © определяемых сй-
стемой действительных чисел (, л, „» ). Они образуют векторное простра!
ство В, определенное следующими операциями:

1) сумма двух векторов ОМ (а , б) и ОМ (2у» -- оа;

ОМ -- ОМ = ОР (а1 -- б› а-- ба)› - + + + ба - Вы),

о.
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Для всех действительных чисел & н | имеем:
Х ОМ = ОМ (\ау» Ма - * › Noан),

(& -- р) ОМ = ОМ -- ом,
3.(ОМ -- ом) = ОМ -- ХОМ,
* (в ОМ) = () оМ,
1-0М = м.

Векторы еу» -- б ЯВЛЯЮТСЯ независимыми, если

ана --
Базис это система л. независимых векторов н любой вектор пространства В"

может быть выражен единствелной линейной комбинацией этих -...ьгюь Скаляр-
л [ м2ное произведение: (ОУ, О Щ) = Ъ а,. Длина ОУ : (ОУ, Оу)!?= Еаё) =
ё &

= | 0У

‚ + оан =0 -> ау = .. = оя = 0.

п.3,2. Матрицы.

Рассмотрим лниейную систему уравиений:

ан ражер сс а" = @',
араа ооа = й,

ЧЕр аржй н ), (П:3.1)

`Матрица — это таблица, состоящая из п столбцов и р строк:

Полагая, что действительные числа No\, ..., Х* н @, ., ? являются компонен-
тами векторов Х н В нз Ё" н Ж”, мы говорим, что примененне матрицы А
к Х дает вектор В и мы пишем систему (П.3.1) как:

тде АХ = В,

И жежам
— арж!аеое айа | °

‘@выь @)
ах =

А обращает Ж" в К,
этой книге рассматриваются только квадратные матрицы, т. е предпола-

тается, что л == р. Квадратная матрица порядка л (т. ©. © л столбцами и.л стро-
ками) обращает & в Ж", т. ©. образует вектор с л компонентами в вектор с л
компонентами.

Исследуем теперь смысл различных столбщов матрицы порядка я. Рассмотрим
обычное пространство и ортогональную снстему охуг, как показано на рис. 1.3.1.
Мы уже определили базис нз трех ортонормальных векторов (е,, е», 63 и В относи-
-‚ш‘;...ъп системе, компоненты е\, з и ез Соответственно равны (1, 0, 0), (0, 1, 0)
и (, 0, 1).

Рассмотрим матрицу А порядка л с коэффициентами а} (#= 1, 2, Зн / =
= 1, 2, 3). Применим А к е, и определим результирующий вектор В

Ае, = В.
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Рис. 11.3.1. Обычная система координат

Рис. П1,3.2. Поворот на угол 0 3

Согласно (П.3.1), имеем систему:

а! х1 +а хо +а хо= й!
@ х1а хо+ а хо=й
& х1а хо-нахо=й,

которая дает Ы = а}, # = фн й = @.
‘аким образом, преобразованием вектора е матрицей А является первый

столбец матрицы А. Читатель может легко проверить, что преобразования еа
м еа являются соответственно вторым и третьим столбцами А.

Эти результаты могут быть легко распространены. на векторное пространст-
во &". Столбиы матрицы А, рассматриваемые как векторы, являются преобразо-
ваннями матрицей А базнса (ё + 0,), ВЫраженными в том же самом базисе:

Уа
И

Асу = ) -- е -- ** - е (П.3.2)

Приложение к изменению систем координат. Пусть требуется повернуть си-
стему оху вокруг ее начала на уго ® чтобы получить ХОУ. Базисными векторами,
(сдиничными векторами) соответственно являются (еу, ез) н (, Е»). Выразим
вектор ОМ в обсих системах. Его компонентами соответственно являются ( #)
и (Х, ). Из рис. П.3.2 имеем:

ОМ = х - у = ХЕ - УБ

Е, = сов @, + 5 аь,
Е, = — з у ++-соз Оеу, (п.3.3)

ОМ = (Х сов @— У э 0) г +- (Х з 0 -- соз ) л,
что дает систему:

Х соз @ —У эт О = х,

Хы 0-+- У сов @ = у
которую можно записать в матричной форме:

! == -П ом
27:8



Отсюда видно, что изменение системы координат может быть определено с помощью.
матричной системы, подобной (11.3.4). При этом столбцы матрицы являются. пре-
образованиями векторов старого базнса (эдесь Ё и Е, выраженными. в том же
старом базнсе,(е,, ). Этот результат может быть обобщей на изменения неортонор-
мированного базиса в А'

`Полезность` матричной теории теперь становится очевидной: она является
систематическим представлением системы линейных уравнений н дает правила и
теоремы, которые могут быть использованы для рёшения системы, Углубимся
в теорию квадратных матриц введением суммы, произведения и обращения ма>
триц.

В дальнейшем мы пользуемся правилом Эйнштейнц
нидексиров; когда верхний и нижний индексы_ являются одной и
той же буквой, с нне ‘соответствующих произведений должно произво-
диться по общему индексу:

: в случае произведения.

‚):‘д{"/_"б”/“ + ®)
я©

У (2"‘“4)"‚ =*'а1е) (( 1, о; 1 ооп
ВЛа

Рассмотрим матрицу А порядка л, заданную ее коэффициентами (а), и ска
ляр А; определим произведение ЯА как матрицу с коэффициентами (24).

Пример:

Го22›<[З 4| х 2›‹2[ 2 4

2х3 2х4 6 в]'

Рассмотрим две матрицы А м! В порядка л, заданные их коэффициентами: («!)
и (2), н вектор Х из Ж", заданный его компонентами (х!) на базнсе (е,,
Применим А и В к Х, что дает два вектора у и Жу нз В, н расс:
трическую сумму 2 из Х, н Хь Сумма А и В есть матрица ©
рядка л, определенная’ Зависимостями:

Ху= АХ, Х, = В,

# = Х, + Х, = АХ + ВХ = (А - В)Х = СХ,

‘что дает коэффиииенты (е}) матрицы © на базисе (, „.. ед). Используя определе-
мне произведения матрицы на скаляр и уравнение (П.3.2), получи

Х=хер Х, = Ак = че Х, = аЫ,

# = а) -- о'Ы = к(а + Б)е, = жойе,
ер

ер=а| Ы.

Пример:

19 5 6 145 2+6] [6 8= в с= 3 ..: [3 4]' о81 ВН [з+7 48 [ю 12]'
Рассмотрим снова матрицы А и В ивектор Х; применим А к Ж, что дает Х1»и Вк ,, что дает У. Произведение В на А есть матрица Ю == ВА порядка л,

определенная соотношениями:

Х, = АХ, К = ВХ, = ВАХ = ОХ,
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это дает коэффициенты (4!) матрицы Ю на базнсе (ёу,

Х=хе, Х, = к'а( К = хо]Ве) = *аоь

га к—У = ер при @ = а).

Коэффициент @ есть сумма произведений элементов строки & матрицы В.
на элементы столбца # матрицы А.

Пример:

[п 2])([5 6] _ [1х5-+2х7 1жб--2х 8] _ [19 223 4 7 8]” |3х5--4х7 зх‹эы›‹ву’ 43 50|'
Сумма матриц ассоцнативна и коммутативна:

(А+В) + С =А+ (В-+-С) = А+-В +-С,

АВ =В -А.

Произведение матриц ассоциативно, но некоммутативно:
А (ВС) = (АВ) © = АВС,

АВ + ВА

`Матрица 1 порядка л с единицами на днагонали и нулями во всех других
местах называется еднничной матрицей (или матрицей тождествениого перехода)

Пн
3
!
:
.

1
1 ж А= Ах 1 = А для любой А порядка л.
Если существует матрица В такая, что для данной А.
ВА = АВ =1,

говорят, что В есть обращение матрицы А, тогда

в= А.

Рассмотрим линейную систему уравнений:

АХ = В.

Если существует А-%, имеем

АЗАХ = АЗВ =1Х.

Система может быть решена и её решение есть Х — АЗВ. М, л
азделе 9. представляют собой численные приемы вычнс. А^ В главе 9

все результаты базируются на теореме: если система из л линейных уравнений © й.
нензвестными такова, что матрица обратима, то она имест одно и только одно ре-
шение, т. е существует одна н только одна снстема чисел () такая, что

айжб т Ы! (Е 1, оо н ] ==
Предполагается, что матрица обратима тогда и только тогда, когда векторы-

столбцы независимы. Обратимая матрица называется невырожденной. 3
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`Если матрица днагональная (т. е. все ее к‹ эицненты, за исключением рас-.
положенных на днагонали, равны` нулю), её обращение легко рассчитывается:

1
п‘ ЕЕ Ц оья ТО

ооа ВОЛа ‚

о7 ой, вО
е п"п_

Матрица А называется симметричной, если.
:
у

Матрица А называется антисимметричной, если:

лЕ

:а|= —.
:Это влече а{ == 0. Днагональные коэффициенты равны нулю. Симметричные ма:

‘трицы — очень важное семейство с интересными свойствами. Они часто встреча-
ются в моделях потоков подземных вод,

1.3.3, Детерминанты
Рассмотрим систему:

ах 4- бу — аи (а 6 („) (п)

сх--ау = В, е 4) \,, В/

Вычислим х, умножая первое уравнение на @ и второе на & н складывая полу-
чившиеся`уравнения:

х = (о! — Вд)/(аа — Noс).

Таким же образом получим:

# = (а — аге)/(ай — Noс).
Отметим, что энаменатель в выражениях для х и и представляет собой разность
перекрестных ̀  произведений коэффициентов матрицы. системы

ав

е @]°

Она_называется _ детерминантом системы.
Если детерминант равси. нулю, система не может быть решена,
В таком случае

@йва—бс=0н т

-‘ `Если_ а/в == с/ == с/, то уравнения пропорцнональны, система сокра-
гщается до одного уравнения и имеется бесконечное множество решений, заданное
выражением х = (& — Ву)/а для любого значения и. Если а/Ъ == с/4 =2 о/В, то
не существует решения. Система иссовместна. Необходнмо отметить, что детер-
минант равен нулю тогда и только тогда, когда векторы-столбцы матрицы си-
стемы являются пропорциональными (т. е. если матрица вырожденная).

Детерминант записывается:

аб

са
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Как и-для матриц, на детерминантах могут быть определены алгебраические
операции,

`Если два вектора-столбца поменять местами, то детерминант примет противо-
положный знак:

!
`
і

аё: д|_...1—м — фс— а4) = —
Это, очевидно, влечет:

аа

оте

`Если вектор-столбец является суммой двух векторов, детерминант может быть
представлен в виде суммы двух детерминантов:

ае о] а о , |е ое+1 а7еа +|; 0
что легко подсчитывается из перекрестных произведений

@+ да—ье- ).
Вектор-столбец может быть сложен с другим вектором-столбцом без изменения

‚детерминанта

а-6 6) а о1 1р в |а ь
еа @[г а|""|а «|7|ь а)°

Если столбоц умножнть на скаляр А детерминант умножается на й:

ха аь
ыМЕ н\'

Детерминанты обобщаются на линейные системы п уравнений с л неизвестными
следующим образом: детерминант А

4е! (А),

ссть число, которое получается следующим образом:
1) составлением всех возможных произведений а), @а-

оаа " б

с есть персстановки чисел 1, ,
з л коэффицие-

„ п; при этомтов таких, в которых @4, ,
ни одно @у не повторяется;

) подсчетом числа перестановок а...бль т. ©. числа перемен двух индексов @ц
иеобходимых для получения перестановки ® 2, .-.. й. Если это число четное, перед
произведением ставится знак «--», если это Число нечетное, — знак —

З) сложением всех произведений © их знаками.
Пример:

12 3
46 6) = 1х5х9 + 4х8х8 - 7хЭхб — 1х 8ж6 — 4х2х9 — 7ЖЗх5.
тво

Все следствия, полученные для детерминантов второго порядка справеданвы,
ля детерминантов порядка л. Нанболее важным следствием для маших задач яв

‘ляется то, что матрица невырождена тогда н только тогда, когда её детерминант
не равен нулю. Тогда мы знасм, что соответствующая система линейных уравне-
ний имеет одно и только одно рёшение. В противном случае она может быть либо`
несовместной, либо иметь бесконечное число решений. Таким образом, для про-
верки возможности существования решения может потребоваться расчет детер!
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нанта. Другой важной оеобенностью детерминантов является то, что онн необхо
'димы для расчета собственных значений и собстоенных векторов матрицы, кото-
рые определены. в П!.3.4.

Замечание. В иекоторых очень простых случаях (лва уравнения © двумя
нензвестными, как показано) детерминант может быть прямо использован для.
вычисления` решения. Это почти не имеет место в наших задачах загрязнения..

.3.4. Собственные значения и собственные
векторы матрицы порядка л.

Для любой матрицы М существует вектор. И (отличный от нулевого вектора)
н число & такие, что

мИ, = мУЬ (П.3.5)

тде И, — собственный вектор М, соответствующий собственному значению й.
Любому собственному вектору И, соответствует едниственное вначение М.

«Любым собственным значениям & соответствуют одни нли несколько собственных
векторов, которые образуют векторное подпространство в Ж", называемое собст-
венным._подпространством, соответствующим М.

`Матрица порядка л имеет самое большее л различных собственных значений.
Уравнение (П.3.5) может быть записано так:

(м—3) И, = 0. (П.3.6)

Компонентами И, являются (&!, ..., "), а компонентами векторов-столбцов
матрицы М — М! будут (А,, ..., А,). Из (П.3.6)

*А, «А =0,
из чего следуст, что ,, ., Ая зависимы. Таким ` образом, матрица М—йД.
вырожденная и ме имеет' обратной.

Отсюда следует, что детерминант М—й! равен нулю; собственные значе-
ния матрицы М являются корнями полиноминального уравнения. относительно й:

а —^

Че! (М — М 0 или

Пример:

42м_|2 „р м-М | е
4е (М —М) = (4—No)* — 4 = 0 = (6 —) (2— й).

Собственные значения равны 6 н 2. Компонентысобствениых векторов удовлетво-
ряют системам

А_б[Ах‹]-гу З {4х+2ц=2‹

— |2х +- 4у = бу, 2х -}- 4у = ду.

Соответствующими собственными векторами являются все векторы, прппогцип—
11

нальные, соответственно _ =|| | дя собственного значения 6 и И ‚

‚для собственного значения Э. Мы удостоверились, что обе системы имеют беско-
нечное число решений, так как М—-М вырожденная матрица.

_Для нашей задачи польза понятий собственных значений и собственных век-
торов заключается: 1) в возможности упрощения систем линейных уравнений, 2) во
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введении теорем сходимости для итерационных процессов, которые устанавливают
простые критерии сходимости последовательностей н рядов матриц.

Система линейных уравнений легко решается, еели сё матрица днагональная.
В П1.3.2 мы видели, что вектор-столбец матрицы`является преобразованием век-
тора-базнса, выраженным в том же базисе. Если, например е являстся также соб-
стнеп‹дини вектором, соответствующим собственному значению Л, мы имеем:

м, == ̂
и компоненты Аеу в базисе (, еа .--, ©) суть (& , ..., 0).

При этом рассмотрении учитывается теорема: матрица А из &* может быть
приведена к днагональному виду тогда и только тогда, когда существует базис
в Ж", построенный на собственных векторах матрицы А.

Конечно, приведение к днагональному виду не всегда возможно, но матрица
всегда может быть приведена к треугольной форме, т. е. только с нулями вышеди;
тонали, или только с нулями ниже днагонал

В треугольной форме система решается очемь просто: 1 если все собственные
значения матрицы А различны, то она может быть приведена к днагональному.
виду; 9) если действительная матрица симметрична, она всегда может быть при-
ведена к диагональному виду, даже когда собственные значения ие отличаются друг`
от друга. Кроме того, ее собственные векторы ортогональны,

‘ритерии сходимости излагаются в следующем разделе,

П.3.5. Нормы векторов и матриц.

В П.3.1 введена норма вектора И (х!, ..., ") как | И | = (!* -- .. + аи —
Впрочем, это эвклидова норма вектора Й и она, наиболее сстественно, прямо выте-
кает из теоремы Пифагора. Другие нормы могут быть вредены следующим образом:

’ = Эи
ТУ1.

Все нормы `удовлетворяют соотношениям:

171>0 1И1=0(=) У =0,

1У = ЭИГ для всех скаляров Л, (п.3.7)

и + 91 < 1 1 --1 9) ера
`Таким же образом норма матрицы А определяется соотношениями:

А1> 0 14 =0(=) л=0

ПАА =|А|ЛА| лля всех скаляров й

ТА -- В < 1 А1--ВЬ (П.3.8)
ЦАВ | < ТА|ЦВ .
Теперь рассмотрим матрицу. А порядка м. Определим два типа норм А.
1. Назовем норму матрицы А (подчиненной векторной_норме | И |) положи

тельное число | А , определенное выражением:

А | = зир | АУ |.1А - АЛАИ

ир |х'|.

‘иство треугольника)

ЦА | удовлетворяет соотношениям (П.3.8). Очевидно, мы имеем: | АУ | < ТАШИ
(неравенство Шварца). Матричная и векторная нормы, для которых спра
‘ливо неравенство Шварца, являются согласованными. Матричная корма, под
ненная эвклидовой векторной норме, называется спектральной нормой.
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2. Другая норма матрицы А, согласованная с эвклидовой нормой вектора И,
есть эвклидова норма матрицы А, определенная следующим образом:

- г\1ТАЬ (; 1е ИЕ

'Она не может быть подчинена какой-либо векторной норме, так как

1е = *° чер
Эвклидова норма матрицы А удобна тем, что она может быть легко_вычислен

Замечание 1. Если У — собственный вектор матрицы.А, соответствую-
щий собственному эначению & из неравенства Шварца, имеем:

ТАЙ [ = ЛИ1 < ЛАН У А1 < ТА.
`Наиболышее собственное значение матрицы_А по абсолютной величине (нли`

спектральный раднус ) тогда Удовлетворяет неравенству р < ТАГ,
Замечание #, Если А — действительная. симметричная_матрица, то

ее спектральный раднус равен ее спектральной порме. В П.3.4 мы говорили, что.
собственные векторы матрицы А являются ортогональным базнсом_ в В". Тогда
любой вектор И может быть выражен через собственные векторы Е, как:

И=х#Е,
АУ = МАЕ = МЕ.,

ТАЙ —‘ЪР(Е АЗ›:")‘ / ( Е‘: х")“п‹ -

читывая замечание 1 имеем: р == А.
`Теперь примем на веру некоторые критерии сходимости последовательностей

и рядов матриц порядка л:

1) Ит АР
р

если ПА | < 1;

2) т А? = 0
ээ

тогда н только тогда, когда р < 1

З) ряд 1-Н А -- АР - ится тогда н только тогда,
когда А? -» 0; он сходится к (! — )`
4) если какая-либо норма | А || меньше единицы, то 1 -- А -- А* +}-..сходится;

это не является необходимым условием.

ПРИЛОЖЕНИЕ 1У

КАЧЕСТВО ВОДЫ. НОРМЫ И КРИТЕРИИ
‚Международные нормы качества установлены только для питьевых вод(ВОЗ, 1972); они представляют собой минимальные нормы, которые могут быть

достигнуты всеми странами. Так как т нли иные страны могут достигнуть более
высоких показателей по экономическим и техинческим причинам, то ВОЗ предло-жил Европейские нормы более высоких стандартов (1971). Несбходимо подчер:
кнуть, что эти нормы являются лишь рекомендациями, а вопрос о принятии. ихрешается каждой страной: ВОЗ дает пять классов параметров качества: биологи-
ческие загрязнители, радиоактивные загрязнители, токсичные соединения, хи-
мические соедннения, которые могут быть опасны для Здоровья, и допустимые
пределы загрязнения питьевых ВОД.
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`Бактернологические нормы бнологического загрязнения основаны на
обнаружении непатогеничных микроорганизмов. Эти нормальные микробы. фе-
кальных загрязнений более многочисленны, чем патогенные бактерии, и онн мо-
тут быть хорошими легко определенными индикаторами загрязнения; это обычно
`Езебетсйа сой! (Е. со!). н колиформы.

Любые 100 мл хлорированной воды, попадающие в водораспределительную
сеть, не должны содержать эти микросорганизмы. Любые 100 мл нехлорированной
воды должны быть свободны от Е. со|, н если это условие соблюдеко, то в них мо-
жет содержаться самое большее три колиформы. Все пробы, взятые из водораспре-

Таблица 7
Токсичные компоненты (по данным ВОЗ, 1972 г.)

Соедннение — | Мышьяк |. кадий | цаннды | 94 | свинец | Солен

„Максимальная 0,05 0,01 0,05 0,001 01 0,01
конентрация, мг/л

Допустимые пределы загрязнения

Е Замут- | _ Общие:кобальтом Запах ненность | твердые, н‘цпетовая Р Ма 5
‘шкала).

Максимальная концен-) 5 единиц | Без ограни- | 5 едн- | — 500 7—8,5
трация предлагаемая чения нц

„Максимальная концен-) 50 единиц | Без ограни- | 25 едн- | 1500 — | 6,5—9,2
трация допустимая чения ниц



'делительной сети, должны быть свободными от колиформ, что не всегда возможно;
позтому в отдельных скважинах и источниках верхиим пределом для признания
воды, пригодной для питья язляется присутствне 10 колнформ.

2. Предлагаемые уровни радноактивного загрязнения следующие: общая
альфа-радиоактивность-3, общая бета-радноактивность--30. Эти уровни приме-
ияются к среднему из всех измерений раднозктивности за период в три месяца.

З. Токсичные соединения. Максимальная концентрация опредедена исходя
из того, что человек средней массы в 70 кг потребляет %,5 л воды в день. Резуль-
таты допустимого содержания токсичных соединений в питьевой воде представ-
лены_ в табл. 7.

4. Химические вещества, которые могут представлять опасность для Эдо-
ровья, Верхний и нижний пределы концентрацни для фторидов зависят от тем-
пературы и изменяются от (, до 0,9 мг/л для нижнего предела и от 08 до |.7 дая.

* верхнего. Нитраты, выраженные как No,, не должны превышать 45 мг/л. Поли-
циклические ароматические углеводороды канцерогенны. н их концентрация не
Долите ое 0,0002 мг/л. Для пестицидов пока не предложено каких-либо
цифр, :

. Допустимые пределы загрязнения питьевых вод определены. нсходя из
обычных физико-химических анализов воды; онн суммированы в табл. 8

Таблица 8

питьевых код (по данным ВОЗ., 1972 г.)

838 : Ы
$а | 38 | ® оЕЫ ® в | а-881888 8198 ® 5 | &

ВЕе 56 | 3 5 | &
А & $ оВ оТК & # | 5%

100 | 0,2 | 0,01 | 0,001 | 75 | 200 | 0,05 | _ 0,1 <<30, если 0,05 | 200 | 5,0.
копцентрацчя

сульдата

>250,
в дру!

<150

500 | 1, |0,3 |0,002 | 200 || 600 |1,5 | 1.0 150 0,5 | 400 | 15
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